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Haufige Prinzipien der Tonerzeugung: \
® Schwingende Saite (Zupfen, Streichen, Anschlagen) é
® Schallwechseldruck in einer Luftsaule durch

® Luftwirbel (Labialton, Kantenton)
® Lamelle (Lingualton, Zungenton)

® Ein Resonator verstarkt die Amplitude, nur bei
bestimmten Eigenfrequenzen tritt Resonanz auf.

3. Tonerzeugung ﬂ(".
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3. Tonerzeugung A“(IT
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B Im Resonator breiten sich laufende Wellen verschiedener

Frequenzen und Amplituden aus. %

® Durch Reflexion am freien oder festen Ende entstehen
gegenlaufige Wellen und es kommt zur Uberlagerung.

® (Nur) Bei gleichen Amplituden und gleicher Frequenz
bilden sich stehende Wellen. %

® Die stehende Welle ist eine ortsfeste Schwingung
mit Bauchen (maximale Amplitude) und Knoten.

® Bei Transversalwellen (Saite) schwingt die Elongation, bei
Longitudinalwellen (Luftsaule) der Schalldruck.

Nach links laufende Welle: y,(x,t) = A sin(wt — kx) %
Nach rechts laufende Welle: y,(x,t) = A sin(wt + kx)
Uberlagerung: y;(x,t) + y,(x,t) = 2A sin(wt) cos(kx)
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https://www.katharinengymnasium.de/wolf/web/interferenz/ueberlagerung4_stehendewelle_de.html
https://www.walter-fendt.de/html5/phde/standingwavereflection_de.htm
https://www.leifiphysik.de/mechanik/mechanische-wellen/versuche/stehende-laengswellen-simulation

Stehende Wellen

B Stehende Wellen mussen zur Lange L und den

Randbedingungen des Wellentragers passen.
® Es bilden sich stehende Wellen mit bestimmten Eigenfrequenzen

(Moden) aus: die Grundschwingung und Oberschwingungen.

fa=Mm+Dfy f,=0Qn+ 1)f0

Grundschwingung
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https://www.youtube.com/watch?v=rcliwQkL2xo
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Musikalische Tone A“(IT

® Im Instrument werden unterschiedliche Eigenfrequenzen erzeugt
und durch den Resonator unterschiedlich verstarkt.

® Wir horen eine Uberlagerung des Grundtones und aller Obertone
mit verschiedenen Amplituden. Das Verhaltnis der Amplituden ist
charakteristisch fur die Klangfarbe.

® Ein musikalischer Ton (Klang) ist eine Uberlagerung physikali-
scher Tone mit dem Vielfachen einer Grundfrequenz f:

y(t) = Ay sin(2nrfyt) + A, sin(2m 2fyt) + ... = z A, sin(2nnfyt)
n=1

® f, ist die (musikalische) Tonhohe. Um verschiedene Klangfarben
zu unterscheiden, tragen wir die Amplituden A,, uber den
Frequenzen n - f;, auf. (Fourierdiagramm)

FAKULTAT FUR MATHEMATIK — ABTEILUNG FUR DIDAKTIK



Musikalische Tone ﬂ(".
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Twink - le, twink - le, lit - tle star.
Computer i i
s p Piano Voice

2000 Hz

F(:gllij'e 11.6. A music score and spec.trogrjdms from ’three cor-
responding sound files. In each.case, time increases from 0 to 6
seconds along the horizontal axis, and frequency ranges from 0
to 4000 Hz along the vertical axis. (The notes C4, G4, A4 have
the frequencies 261.6, 392.0, 440 Hz, respectively.)
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Musikalische Tone A“(IT
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Complex vibration

Frequency

® Ein musikalischer Ton ist eine Fourierreihe
y(t) = Ay sin(2nrfyt) + A, sin(2m 2fyt) + -+ = 2 A, sin(2mnfyt)
n=1

® Wie kann man die Amplituden A4,, berechnen? Lassen sich alle
Klange (periodische Funktionen) so zerlegen?
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https://www.leifiphysik.de/akustik/akustische-phaenomene/grundwissen/saitenschwingung

Musikalische Tone

B,

C4 = 261,625 Hz als reinen Sinuston
s
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C4 als Klavierton {Tonaufnahme)

® Die Frequenzen fo, 2fo, 3f0, .

® Beispiel: c°, ct, gt,c?, e?, g4, a?, c3
Oktave, Quinte, Quarte, groBe Terz,...
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100 200 400 1k 2k Hz

c4 261,625 Hz

Cch 525,251 Hz
G5 /83,991 Hz
C6 1046,502 Hz

EG 1318,510 Hz
G6 1567,9582 Hz
AL 1760,000 Hz

bilden die Naturtonreihe uber f,.

.. Hier tauchen die Intervalle
in naturlicher Weise auf.
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4. Integralrechnung

Motivation 1: Das Bewegungsgesetz der gleichférmigen Bewegung lautet
s(t) = vt mit konstanter Geschwindigkeit v. Im v-t-Diagramm ist der Flachen-
inhalt, der von y = v und der x-Achse Uber dem Intervall [0, t] eingeschlossen
wird, gerade v - t = s(t).

So wie beim Ableiten von s(t) an jeder Stelle t die Steigung v bestimmt wird, wird
beim Integrieren von v der Flacheninhalt s(t) tber jedem Intervall [0, {] bestimmt.

Motivation 2: Sei f eine Funktion und Ap(x) der Flacheninhalt zwischen f und der
x-Achse (iber dem Intervall [0, x]. Die Anderung von Ay(x) nach Ag(x + Ax) ist
im Wesentlichen gegeben durch den Flacheninhalt des Rechtecks f(x) - Ax, die

Anderungsrate
Ao(x + Ax) — Ao(x)  f(x)-Ax

Ax Ax ).

Fir Ax — 0 folgt A)(x) = f(x), die Anderungsrate der Flacheninhaltsfunktion Ay
ist also die Randfunktion f. Dies gilt auch fiir negative Funktionswerte f(x), wenn
wir Flacheninhalte unterhalb der x-Achse negativ zahlen (orientierter Inhalt).

Mathematik und Musik - Vorlesung 2.2 14. Mai 2025 214



Bestimmtes Integral

Sei f : [a, b] — R eine (beschrankte) Funktion und a < t < b. f schlieBt mit der
x-Achse Uber dem Intervall [a, {] eine Flache ein, deren orientierten Fldchenin-
halt wir berechnen: Die Flache unterhalb der x-Achse wird negativ gewichtet. Das
Ergebnis heiBt das (bestimmte) Integral von f Uber [a, t], geschrieben

/f_/ dx—/ y) dy.

Die ,Flacheninhaltsfunktion I,f : [a, b] — R, Lf(t f f(x) dx heifBt die Inte-
gralfunktion von f zur unteren Grenze a.

Beispiele: Fiir eine konstante Funktion f = C ist fat Cdx = C(t — a) (Rechteck).
Fur f(x) = mx ist fot mx dx = Fmt? (rechtwinkliges Dreieck).

Die Funktion f(x) = v/4 — x2 fir —2 < x < 2 beschreibt einen Halbkreis mit
Radius 2 um den Ursprung. Daher gilt

2 1
/ Va4 —x2dx = —m-2% = 2r.
> 2

Mathematik und Musik - Vorlesung 2.2 14. Mai 2025 314



Bestimmtes Integral A\‘("

Wie beim Flacheninhalt gelten fir das Integral die Rechenregeln
» [PH(x)dx = [Cf(x)dx + [ f(x)dx (Additivitdt). Dies gilt fur beliebige

a, b, ¢, indem man definiert fba f(x)dx = — [ f(x) dx
. fb)\f dx = A fbf
. 2 ) dx = f f(x) dx + [7 g(x) dx (Linearitat).

® Ist stets f(x) < g(x), so gilt auch fab f(x)dx < fab 9(x) dx (Monotonie).

Es gilt immer faa f(x)dx = 0, also l,(a) = 0. Ist m das Minimum und M das
Maximum von f auf dem Intervall [a, b], so gilt auBerdem

b
m(b—a) < / f(x)dx < M(b — a).

Das Integral = fbf dx ist also ein Mittelwert von f [Jber dem Intervall [a, b],
vergleichbar mit dem arlthmetlschen Mittel 250 fo=1(f+ ...+ f).
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Bestimmtes Integral

Ist f gerade, d.h. f(—x) = f(x), so gilt

/aa f(x)dx = 2/03 f(x)dx.

Ist f ungerade, d.h. f(—x) = —f(x), so gilt stets ffa f(x)dx = 0.

Ist f eine p-periodische Funktion, so hat das Integral Uber jedes Intervall der Lange
p denselben Wert. Zum Beispiel ist [7" sinxdx = [™ sinxdx = 0, denn der
Sinus ist ungerade. Genauso ist mit einer Verschiebung um 7 nach rechts

27 57" T 57'" 27
/ cosxdx:/ cos(X—E) dx:/ sinxdx:/ sinxdx = 0.
0 z z 0

Fir das quadratische Mittel gilt hingegen (Ubung)
1
1 2T s )2 1
— sin“(x)dx | = —.
(2 ) 0 V2

Mathematik und Musik - Vorlesung 2.2 14. Mai 2025 5/14



Unbestimmtes Integral

Aufgrund der Uberlegungen eingangs vermuten wir, dass I, = f gilt. Eine differen-
zierbare Funktion F mit der Eigenschaft F’ = f heif3t eine Stammfunktion von f.

(1) Ist F eine Stammfunktion von f und C eine Konstante, so ist auch F + C eine
Stammfunktion von f.

(2) Sind F und G zwei Stammfunktionen von f, so existiert eine Konstante C,
sodass F = G+ C.

BEWEIS (1) Ableiten: (F+C) =F +C' =f+0="f.

(2) Die Funktion h := F — G hat die Ableitung ¥ = F' — G’ = f — f = 0. Also ist

h = C konstant, dies folgt aus dem Mittelwertsatz. Damit F = G+ h= G+ C.

Hat man also eine Stammfunktion F von f gefunden, so hat man durch F 4 C mit
einer Konstanten C schon alle Stammfunktionen von f. Mit dem unbestimmten
Integral ff = f f(x) dx bezeichnet man eine beliebige Stammfunktion von f,

e (/ f(x) dx)l =f, /f’(x) dx = f.
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Unbestimmtes Integral A\‘("

Zu jeder Ableitung gehdrt ein (unbestimmtes) Integral und umgekehrt. Dabei ist
Integrieren haufig viel schwieriger als Ableiten:

1
log xdx = x(logx — 1), —— dx = arctan x, e dx =7
1+ x2

Die Integrale der elementaren Funktionen sind

N Xn+1 1
‘/1dx:x, /x dx = - (n# -1), /;:Iog\x|,
/e"dx:e", /cosxdx:sinx, /sinxdx:—cosx.

Zu jeder Ableitungsregel gehort eine Integrationsregel, zum Beispiel die Linearitat

/.)\f(x) dx:)\/ f(x)dx, / f(x)+g(x)dx:/ f(x) dx+/g(x) dx.
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Partielle Integration

Aus der Produkiregel folgt die Regel von der partiellen Integration:
[0 9(ax = 1) g) - [ 1) g (x) .
Damit kann man zum Beispiel Polynome ,herunterdifferenzieren: [ xe*dx =

xe* — [eXdx = (x—1)e".
Integrale trigonometrischer Funktionen reproduzieren sich haufig selbst:

/coszxdx:sinxcosx+/sin2xdx:sinxcosx+/1 — cos? x dx,

alsoist 2 [ cos? dx =sinxcosx + [1dxund [ cos® dx = 1 (sinxcosx + x).

Beachte: Aus | f(x)dx = F(x) und [ f(x) dx = G(x) folgt nicht F = G, sondern
nur F = G + C fur eine Konstante C. Beispiel:

1 1 -
/fdx:xf—/x—;dx:hi—/ldx.
X X X X
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Integration durch Substitution g\(lT

Aus der Kettenregel folgt die Substitutionsregel

/ #(a(x)) - ¢'(x) dx = (g(x)).

Man berechnet also ein Integral der linken Form, indem man f” integriert und dann
g(x) in f einsetzt: [ sin* x cos x dx = { sin® x oder auch

1 1 2 1
/X\/1 —x2dx = —5/\/1 —x2(—2x)dx = —5" 5(1 —x?)? = —5(1 —x%)%.

Zwei wichtige Spezialfalle der Substitutionsregel sind

/f’(ax +b)dx = éf(ax +b), / f):((;()) dx = log |f(x)|,

zum Beispiel ist [ 25— dx = § log |x* + 10x — 4|.

Mathematik und Musik - Vorlesung 2.2 14. Mai 2025 914



Integration durch Substitution

Haufig schreibt man einen Integranden f'(x) kinstlich in der Form f'(g(t))g’(t)
und setzt dann t = g~ '(x) in f ein. Merkregel: x = g(t), dx = ¢'(t) dt.

Als Beispiel wollen wir f v1 — x2 dx berechnen. Wir substituieren x = sin t, also
dx = cos tdt und erhalten

/\/1 fxzdx:/\ﬂ fsinztcostdt:/cosztdt
1
2(smz‘cosl‘—i—z‘ <5|nt\/1—sm —|—z‘)

Die Riicksubstitution f = arcsin x ergibt schlieBlich

1
/\/1 — x2dx = > (x 1—X2+arcsinx>.

Der Flacheninhalt des Halbkreises mit Radius 1 um den Ursprung ist tatsachlich

f; V1 —x2dx = ] (arcsin(1) — arcsin(—1)) = 1 (2 — =) = 37

Mathematik und Musik - Vorlesung 2.2 14. Mai 2025 10/14



Der Hauptsatz A\KIT

Eines der wichtigsten Resultate der Analysis ist, dass Ableiten und Integrieren
Umkehrungen voneinander sind; das bestimmte Integral fab f(x) dx kann also mit
einem unbestimmten Integral [ f(x) dx berechnet werden.

Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Sei f : [a, b] — R eine stetige Funktion.
(1) Die Integralfunktion /, ist eine Stammfunktion von f.
(2) Ist F irgendeine Stammfunktion von f, so gilt

b
/ f(x) dx = [F()]2 = F(b) — F(a).
Es ist also fab f(x) dx = [[ f(x) dx]5.
BEWEIS (2) Ist (1) schon bewiesen, so folgt sofort [,(x) = F(x) + C fir eine

Konstante C. Wegen I,(a) = 0ist C = —F(a) und x = b ergibt die Behauptung
J2 f(x) dx = I(b) = F(b) — F(a).

Mathematik und Musik - Vorlesung 2.2 14. Mai 2025 11/14



Der Hauptsatz

(1) Sei x € [a, b] und h > 0. Der Differenzenquotient fiir die Integralfunktion ist

M - 1h (/:M f(t)dt—/ax f(t)dt) = ;/wa(t)df-

Das letzte Integral lasst sich abschatzen durch hm < fXX+h f(t) dt < hM, wobei

m das Minimum und M das Maximum von f auf dem Intervall [x, x + h] bedeuten.
Damitist far h > 0
< la(x + hf), — l(x) <M,

fir h < 0 erhalt man mit einer analogen Argumentation dasselbe Ergebnis.
Da f stetig ist, konvergieren m und M fur h — 0 gegen f(x), wir erhalten also

[(x) = fim AXED =60 )

h—0 h
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Der Hauptsatz A\KIT

Wir kénnen nun unsere Uberlegungen zu bestimmten und unbestimmten Integra-
len zu einem méchtigen Kalkil kombinieren. So ist zum Beispiel

b

/bxzdx: lxs = 1(bafas)
i 3 3

a

der Flacheninhalt unterhalb der Parabel im Intervall [a, b]. Die von Sinus und
Kosinus im Intervall [0, 7] eingeschlossene Flache hat den Inhalt

s

T x
/ cosx —sinxdx = [sinx + cosx]¢§ = V2 —1.
0

Mit partieller Integration berechnen wir

I

2 . ud 2 s = s
/ xcosxdx = [xsinx]¢Z —/ sinxdx = = +[cosx]g = - — 1.
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Der Hauptsatz

Die Substitutionsregel fir bestimmte Integrale lautet
g(b) b
[ tax= [ raog o
g(a) a

Hier muss natlrlich nicht riicksubstituiert werden. Die lineare Substitution ist auch
geometrisch anschaulich:

b 1 rbe b btd
/ flex)dx = — / f(x)dx, / f(x+d)dx = / f(x)dx.
a C Jac a a+d

Beispiel: Mit der Substitution x = sin t ist dx = cos tdt und daher

/; LI /g ! tdt /g at ="
R — - coS = = —.
0o V1—x? 0 1 —sin’t 0 6
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