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5. Wellengleichung

Wir haben schon festgestellt, dass laufende Wellen y(x, t) = Asin(wt — kx) die
Wellengleichung
Py L%

— = —=
or? Ox?

mit der Ausbreitungsgeschwindigkeit ¢ = % > 0 erfillen.

Dasselbe gilt fir stehende Wellen y(x, t) = Asin(wt) cos(kx), die zum Beispiel

als Eigenschwingungen einer schwingenden Saite auftreten.

Wir wollen nun begrinden, dass die Wellengleichung die Bewegungsgleichung
der schwingenden Saite ist, also all ihre physikalisch mdglichen Zustédnde be-
schreibt. Indem wir die Wellengleichung untersuchen, kédnnen wir dann mehr tber
die Physik der schwingenden Saite lernen.
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Modell der schwingenden Saite

Wir betrachten eine Saite mit konstanter (LAngen-)Dichte o, die zwischen x = 0
und x = L eingespannt ist. Wir stellen uns die Saite bestehend aus N Masse-
punkten der Masse oh an den Stellen x, = L = nhvor.

Schwingt die Saite, so erfahrt jeder Massepunkt eine (vertikale) Auslenkung y,(t) =
¥(Xn, t), die mit der Zeit t variiert. Dadurch wirkt auf ihn eine Ruickstellkraft; wir tref-
fen die Annahme, dass diese Kraft in symmetrischer Weise nur von den né&chs-
ten Nachbarn abhangt und proportional zum vertikalen Abstand y,.1 — y, bzw.
Yn_1 — Yn ist (wie bei einer elastischen Feder). Mit der Spannung 7 > 0 gilt dann

. T T
ohyn, = E(}’n+1 - }/n) + E(yn—1 - }/n)
. Xp+ ht) 4+ y(xp — h, t) — 2y(xn, t
Qy(xmt):'r(y(n ) y(;’2 ) y(n )>
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Modell der schwingenden Saite

Fir N — oo konvergiert h — 0 und damit die rechte Seite der Gleichung gegen
Ty"(x,t). Mit ¢ = 2 ist also die Auslenkung y(x, t) eine Lésung der Wellenglei-
chung

V= C2y//.

Wir beobachten noch, dass wir die Koordinaten (x, t) geeignet skalieren kénnen:
Wéhltman X = Txund T = 9, so ist die Wellengleichung far y(x, t) aquivalent

zur Wellengleichung Y = Y fir

YX,T)=y(x,t)=y (LX,LT) .

s cm

Wir kénnen also 0.B.d.A. ¢ = 1 und L = 7w annehmen.
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Wellengleichung

Um alle physikalischen Zustédnde der schwingenden Saite zu finden, suchen wir
nun allgemein nach allen Funktionen y(x, t), die die (homogene) Wellengleichung
I6sen: 52 52
y 207y

hliE A it A W

o~ € oxe W)
Zuséatzlich soll y(x, t) Anfangsbedingungen erflllen, die den Zustand der Saite bei
t = 0 beschreiben:

dy
y(X70) :g(X)a E(Xao) = h(X) (A)

Wir orientieren uns bei der Ldsung von (W) zunéchst an laufenden Wellen y(x, t) =
sin(wt — kx), spater an stehenden Wellen y(x, t) = sin(wt) cos(kx).
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Laufende Wellen A\‘("

Wir machen folgende Beobachtung: Fir jede zweimal differenzierbare Funktion F
sind y(x, t) = F(x — ct) und y(x, t) = F(x + ct) zwei Ldsungen von (W). Da (W)
linear ist, ist dann auch y(x, t) = F(x + ct) + G(x — ct) eine Lésung von (W).

Sei umgekehrt y(x, t) eine Ldsung von (W). Skaliere die Koordinaten £ = x + ct,
n = x — ct und setze

2(n) = yin) =y (3 €+ 0). g5 (€~ ).

dann ist (W) fur y(x, t) quivalent zu 0¢0,z(¢,n) = 0.

Integriert man diese Gleichung zweimal (nach & und nach ), so ergibt sich

y(x; 1) = 2(&,n) = F(§) + G(n) = F(x + ct) + G(x — ct)

mit gewissen Funktionen F und G. Alle Lésungen y(x, t) von (W) sind also von
dieser Form.
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Laufende Wellen A\‘("

y(x, t) erfllle nun zusétzlich zu (W) die Anfangsbedingungen (A), dann gilt
g(x) = F(x) + G(x), h(x) = cF'(x) — ¢G'(x)

und daher 2F'(x) = g’(x) + 1h(x) und 2G'(x) = g’(x) — 1h(x). Integriert man
beide Gleichungen, so erhalt man

A0 =5 (90 [0 L)+ e 6= (a0 [Tan Y]+

2

mit gewissen Konstanten Cy, C,. Aus der Bedingung g(x) = F(x) + G(x) folgt
Cy 4+ C, = 0 und wir erhalten fir die Ldsung y(x, t) die Formel von d’Alembert

y(x,t) = F(x +ct) + G(x — ct)

:%(g(x+ct)+g(x—ct))+ QC/XX ’ h(y)dy.

—ct
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Laufende Wellen

Wir haben nun die Wellengleichung (W) mit den Anfangsbedingungen (A) allge-
mein geldst. Fir das Modell der schwingenden Saite ist es sinnvoll, zusatzlich
folgende Randbedingungen zu fordern:

y(0,1) = y(m, 1) =0. (R)

Dann mussen die Anfangsbedingungen notwendig g(0) = g(7) = 0 und h(0) =
h(m) = 0 erfullen. Mit der Formel von d’Alembert kann nun die Lésung y(x, t),
also der zeitliche und raumliche Verlauf der schwingenden Saite, berechnet wer-
den.

Wir I6sen nun nochmal (W) unter der Randbedingung (R), aber zunachst ohne
die Anfangsbedingung (A); wir suchen also nach Eigenschwingungen der einge-
spannten Saite. Analog zu stehenden Wellen machen wir einen Separationsan-
satz, suchen also nach Lésungen von (W) in der Form y(x, t) = o(x)u(t).
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Stehende Wellen A\‘("

Ist y(x,t) = @(x)1(t) eine solche Losung, so folgt aus (W) sofort i) = c2p/"1),
far ¢(t) # 0 und (x) # 0 also

U(t) _ L¢"(%)

ot~ ¢ el

Da die linke Seite nur von der Zeit t, die rechte Seite nur vom Ort x abhangt, mas-
sen beide Seiten gleich einer Konstanten Ac¢? sein. 1 und ¢ sind also Lésungen
der linearen gewdhnlichen Differentialgleichungen 2. Ordnung

¥ — A =0, ¢~ Ap=0.
Aus den Randbedingungen (R) folgt ¢(0)y(t) = () (t) = 0, fur y # 0 be-
deutet das ¢(0) = ¢(7) = 0. Wir suchen also nach (nichttrivialen) Losungen des
Randwertproblems

" = Xp=0, ©(0) = ¢(m) = 0. *)
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Stehende Wellen

Fur eine nichttriviale Lésung von (*) ist auch die Ableitung ¢’ nichttrivial und daher
3 [ eb0zax = [ eb0e 00 = b0 0 - [ ¢ 002 dx
0 0 0
= —/ ¢'(x)?dx < 0.
0

Es folgt A < 0 und wir kénnen X in der Form A = —n? mit einer Zahl n > 0
schreiben. Ubung: Alle Lésungen der Differentialgleichung ¢ + n?¢ = 0 sind
gegeben durch

©(x) = Asin(nx) + Bcos(nx)

mit Konstanten A und B.
Wegen ¢(0) = 0 ist B = 0 und aus () = 0 folgt die Gleichung Asin(nr) = 0.
Fur y # 0ist sin(nm) = 0 und daher n eine nattrliche Zahl.
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Stehende Wellen

Zusammengefasst: Das Randwertproblem (*) hat nur fir =\ = >, n = 1,2,...
eine nichttriviale Losung, namlich ¢(x) = Asin(nx) mit einer Konstanten A.

Alle Lésungen von 1/1 — Ay = 0 sind daher gegeben durch

Y (t) = Asin(cnt) + Bcos(cnt)

mit Konstanten A, B. Wir haben damit alle Lésungen der Wellengleichung (W)
unter der Randbedingung (R) gefunden:

Ya(x, 1) = @(x)¢(t) = sin(nx) (Ansin(cnt) + By, cos(cnt))

firn=1,2,... und beliebige Konstanten A, B,.

¥n(x, t) beschreibt eine stehende Welle: Beispielsweise ist y(x, t) = cos(2ct) sin(2x)
eine erste Oberschwingung mit einem Knoten bei x = 7. Insbesondere sind alle
Losungen y,(x, t) periodische Funktionen in x und in .
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Stehende Wellen

Wir wollen nun die stehende Welle y,(x, t) den Anfangsbedingungen (A) unterzie-
hen, also eine anfangliche Auslenkung g(x) und Geschwindigkeit h(x) vorgeben.
Dazu machen wir folgende Beobachtung: Da die Wellengleichung (W) und die
Randbedingungen (R) linear sind, ist auch die Summe zweier stehender Wellen
wieder eine Lésung, also auch die (unendliche) Reihe

y(x,t) = Zyn(x, t) = Z sin(nx) (A, cos(cnt) + By sin(cnt))

n=1

fir jede Wahl der Konstanten A,, B, (Superpositionsprinzip). Damit y(x, t) die
Anfangsbedingungen (A) erfullen kann, muss notwendig

9(x) =y(x,0) = > Agsin(nx),  h(x) = y(x,0) = > cnB,sin(nx)

flr gewisse Konstanten A,, B, gelten, die Funktionen g und h missen also ganz
ahnliche Darstellungen wie y(x, t) als eine Sinusreihe haben.
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Fourierreihen

Gibt es eine solche Darstellung (immer)?
Insbesondere sind dann g und h ungerade Funktionen; eine naheliegende Frage
ist daher auch, ob sich eine gerade Funktion g als Kosinusreihe darstellen lasst:

n=1

3(x) = Ajcos(nx) = Ay + Y A, cos(nx).

Da sich jede Funktion in einen geraden und einen ungeraden Teil zerlegen lasst
(Ubung), kénnen wir auch allgemein fragen, ob sich eine beliebige Funktion f in
eine trigonometrische Reihe entwickeln Iasst:

f(x) = Ay + i A, cos(nx) + B, sin(nx).

n=1

Eine solche Reihe heif3t eine Fourierreihe, die Zahlen Z\n, B,, die Fourierkoeffi-
zienten von f.
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Fourierreihen

Wir machen folgende Beobachtung: Wenn sich g als Sinusreihe schreiben lasst,
so kdnnen wir die A, berechnen durch

s

/07T g(x)sin(mx) dx = iAn/ sin(nx) sin(mx) dx = Ap, - g,

n=1 0

denn es gilt die Orthogonalitatsrelation

/Tr sin(nx) sin(mx) dx = {O’ falls n 7 m,
0

s
5, falls n=m.

Dies folgt mit partieller Integration aus den Gleichungen

T 2 T
/ sin(nx)sin(mx)dx:%/ sin(nx) sin(mx) dx,
0 0
1 ™

/ sin?(nx) dx = f/ 1 — cos(2nx) dx = g
0

2 Jo
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Gezupfte Saite AT

Beispiel: Eine Saite werde bei x = p bis zur Hohe h gezupft und dann losgelassen,
wir [6sen also die Wellengleichung mit den Anfangsbedingungen

)= lp ~ frosx<p,
X) =
J M frp<x <

und h(x) = 0. Fur die Fourierkoeffizienten von g berechnet man

™

T 4 h [P h
—-A :/ Xsinnxdx:f/ xsin(nx)dx + —— m — x)sin(nx) dx
2nog()() A (nx) 7T_pp( ) sin(nx)
h . 1 1 hm .
=..= ?sm(np) (p + — p) = e P sin(np),
also A, = n2(72rh—p) sin(np). Daraus ergibt sich die Losung

y(x,t) = Z Ansin(nx) cos(cnt) = 7r217p Z sinlggp) sin(nx) cos(cnt).

n=1 n=1
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Gezupfte Saite

Bemerkung 1: Aufgrund der Additionstheoreme ist

(9(x +ct) + g(x — ct)),

N =

Y =% % (sin(n(x + cf)) + sin(n(x — ct))) =

wir kommen also zu derselben Ldsung wie mit der Formel von d’Alembert.

Bemerkung 2: Flir p = 7 ist sin(np) = O flr gerade n, es fehlt also die zweite,
vierte,. .. Oberton. Flr p = % fehlt entsprechend der dritte, sechste,. .. Oberton.

Bemerkung 3: Da g an der Stelle x = p einen Knick hat, ist weder g noch y
differenzierbar, die Funktion y(x, t) also nur eine ,schwache Losung“ der Wellen-
gleichung.
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6. Fourieranalysis

Sei eine Funktion f : R — R gegeben, die eine Darstellung als Fourierreihe
besitzt, zum Beispiel ein musikalischer Ton oder eine allgemeine Lésung der Wel-
lengleichung:

f(x) = % + Z ap cos(nx) + b, sin(nx).

n=1

Dann ist sicherlich f eine 27-periodische Funktion, also durch das Intervall (—, 7]
vollsténdig bestimmt. Wir kdnnen die Fourierkoeffizienten einer gegebenen Funk-
tion f berechnen mithilfe der Orthogonalitétsrelationen (Ubung)

0, falls n # m,
m, falls n=m.

/7r cos(nx) cos(mx) dx = /7r sin(nx) sin(mx) dx = {

-7 -7

/ cos(nx)sin(mx)dx =0furallen=1,2,... und m=0,1,...

—T
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Wegen [" cos(nx)dx = ["_sin(nx)dx = 0firn=1,2,...ist zunachst

T .1 s
/ f(x)dx =2m - % = gy, also ay = —/ f(x) dx.

- T™J-xn
Firm=1,2,... folgt aus den Orthogonalitatsrelationen

T

4 1
/ (x) cos(mx) dx = an, also am = / f(x) cos(mx) dx,
o T .

/ " f(x) sin(mx) dx = by, also by — / £(x) sin(mx) dx.

™ ™ —T

Die Fourierkoeffizienten a,, b, einer Funktion f kdnnen also aus f eindeutig be-
rechnet werden. (Fourieranalyse)

Umgekehrt kdnnen verschiedene Funktionen dieselben Fourierkoeffizienten ha-
ben, d.h. nicht jede Funktion kann als Fourierreihe dargestellt werden (Fourier-
synthese). Es ist sogar méglich, dass die Fourierreihe nicht konvergiert.
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Bemerkung 1: Ist f gerade, vereinfachen sich die Fourierkoeffizienten zu b, = 0,

2 s
ap = —/ f(x) cos(nx) dx
T Jo
und die Fourierreihe ist eine Kosinusreihe. Ist f ungerade, so ergibt sich entspre-
chend eine Sinusreihe mit a, = 0 und

b, = 2 /OTr f(x) sin(nx) dx.

™

Bemerkung 2: Flr die komplexe Exponentialfunktion gilt die Eulersche Formel
e = cos(t) + isin(t). Man hat daher fir Fourierreihen eine &quivalente komplexe
Darstellung

Y +Za,,cos nx) + by sin(nx) Z a,e™

n=1 n=—o00

' [ =2 17 j
mit den Beziehungen ag = 3 ap = — f(t)e ™ dt,
2w J_,

ane™ + a_,e”™ = a, cos(nx) + b, sin(nx).
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(1) Zu einer (integrierbaren) Funktion f : [—, 7] definieren wir

1 s
die Fourierkoeffizienten a, = —/ f(x) cos(nx)dx firn=0,1, ...,

L "

1 T
b, = —/ f(x)sin(nx)dx firn=1,2,...,

die Fourierreihe % 4 Z ap cos(nx) + b, sin(nx),
n=1

sn(x) : 5 +Za,,cos(nx) + by sin(nx).

n=1
sy ist die N-te Partialsumme der Fourierreihe von f.

(2) Sind a,, b, irgendwelche Zahlen, so hei3t eine Funktion der Form sy ein
trigonometrisches Polynom vom Grad N.
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Beispiel: Sei die Funktion f : [-7, 7] — R gegeben durch

—1, falls — 7 < x <0,
f(x) =
1, fals0 < x <7

und f(0) = 0. Dann ist f ungerade, hat also die Fourierkoeffizienten a, = 0 und
wegen cos(nm) = (—1)"

2 (7 2 1 o2
b, = — f(x)sin(nx)dx = — | —— )| == (1 —(=1)"
=2 [ aosinmeyax = 2 | costm)| = Z (1 - (-1
4
_ ) falls n ungerade,
0, falls n gerade.
it i i H H [ : . 5|n(2n 1)x
Damit ist die Fourierreihe von f die Sinusreihe 4 Zn T
An den Sprungstellen x = —mx,0, 7 hat die Fourierreihe nicht den Wert f(x),

sondern den Wert J (f(x+) + f(x—)) = 0; dort wird f also nicht durch seine
Fourierreihe dargestellt.
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Wir werden spéter feststellen, dass die Fourierreihe an den Stetigkeitsstellen von
f gegen f(x) konvergiert, d.h.

4§:sin(2n—1)x_ -1, falls —7 < x <0,
s 2n—1 B 1, falls 0 < x < .

n=1

Fir x = % ergibt sich daraus mit sin(2n — 1)Z = (—1)"" die Formel
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