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Aufgabe 29 o

a) (T—2y)-y=2-y— (2 %)(I%\ Y =z-y— (- gj’)ﬁ(gjg’) =0, denn - i = |¢/]?. Weiter verwenden
wir wieder |Z|> = Z- &, um zu berechnen: |Z7|* = (Z- %)2(% . %) =(Zy Qﬁ also nach Wurzelziehen
|Zg] - |§] = |& - /]. Vertauschen von Z und ¢ zeigt auch |yz| - |Z| = |- Z| = |Z - ¥]

b) Wir berechnen

Daraus folgt (T - /)2 mg < |Z)?, also |- ] < |#| - |§]. Gleichheit gilt genau dann, wenn & = %y, also &
ein Vielfaches von §/ ist. Das Skalarprodukt Z - ¢/ ist folglich maximal, wenn & und ¥ parallel sind.

c) |Z+g* = (af+y) (@ + ) = [7* + 22§+ |91° < |2° + 21| - [§] + |7° = (|7] + [1)*.
d) Fir g = %1 >1gilt X+ % = 1. Mit der Holderschen Ungleichung folgt
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Division durch A4 (Im Fall A = 0 ist die Behauptung klar) liefert links A"~ P = A = (> (ag + bg)? )
also die Minkowskische Ungleichung. Die Dreiecksungleichung folgt aus ihr mit p = ¢ = 2, ebenso wie
die Cauchy-Schwarz-Ungleichung aus der Holderschen Ungleichung.

Aufgabe 30

a) [If +9ll” = (f+g,.f+9)=(f. /) +2(f,9) + {g.9) = | /II” + llg?, denn (f,g) =0
b) Mit dem Hinweis ist
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denn (H;%”, ﬁ) = W(g,gﬁ = 1. Durch Umstellen folgt daraus (f, g)? T ”2 < ||f|I?, also die Behauptung.

o) ILf +gl> = I£1?+2(f, 9) + lgl® < A% + 2041 - gl + llgl* = (I £1] + llglD?.
d) I +glP+ 11 = gl? = 112 +2(f, 9) + gl + IF1I” = 2(f, 9) + gl = 201 £ + 2]l ]*.

Aufgabe 31
a) Die Symmetrie < .9) = (9,
(fi+ f2)'(0) = (fi + f5)(0) =
(fit+ f2,9) = [fl(o) + f2
= [/1(0)g(0)
= (f1,9) + (f2

f) ist klar. Fiir die Linearitdt beachte (fi + f2)(0) =
f1(0) + f2(0) und genauso (Af)(0) = Af(0), (Af)'(0) = Af
(0)]9(0) + [£1(0) + £2(0)]g'(0) + [f1'(0) + f5(0)]g"(0)

+ f1(0)g'(0) + £1(0)g" (0)] + [£2(0)g(0) + f5(0)g'(0) + £5(0)g"(0)]
'9)

f1(0) + f2(0),
17(0). Damit ist



und (Af,g) = Af(0)g(0) + Af'(0)g’(0) + Af”(0)g"(0) = A(f, g). Aus der Symmetrie folgt nun (f, g1 +
92> = <gl +927f> = <gl7f> + <927f> = <fagl> + <f792> und genauso <f7 )‘g> = )‘<f7g>

b) Sei 0 = (f, f) = £(0)2+ £'(0)2+f"(0)2. Da alle Terme nichtnegativ sind, muss dann f(0)? = f/(0)? =
f"(0)? = 0 sein und daher £(0) = f/(0) = f”(0) = 0. Nun ist aber f(0) = ag, f'(0) = a1, f”(0) = 2as,
es folgt ap = a1 = a2 = 0 und daher f = 0.

o) If - gH = VT 979 = (@ -a+1)02+ @ -2 +1Y(0*+ (@2 —z+1)(0)?)?
=12+ (-1)2+ 22 = V6.
Aufgabe 32

a) Nach Voraussetzung ist (f — t,e,) = 0 fiir alle e,,, also (f,e,) = (t,e,). Das bedeutet, dass die
Fourierkoeffizienten von f und ¢ iibereinstimmen, also sy = t. (Die Fourierreihe von ¢ ist t.)
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b) Mit Pythagoras ist HZiV:O anen| = Ziv:o anen| = SN a2. Da 52 o2 nach Voraussetzung

n=0"-"n" n=0""n
konvergiert, konvergiert auch > o€, gegen eine Funktion f € L?[—m, 7]; das ist die Vollstindigkeit

von L2[—m,7]. Es folgt (f,en) = Yoo nlen, €m) = Q.
c¢) Da f und g in L?[—m, «r] durch ihre Fourierreihe dargestellt werden, berechnet man

<fag> Z Iren enaz 9, ek ek Zz<f’ €n><gaek><€mek’> = Z<fv €n><gaen>'
n=0 k=0

n=0 k=0 n=0

Aufgabe 33
a) Nach Vorlesung konvergieren die Fourierreihen von f(z) = z und g(x) = |z| punktweise an allen

Stetigkeitsstkellen gegen f(z) bzw. g(z). Fiir z = 5 folgt daraus 5 = f (3) = 222":1(—1)”*1% =
—1
2> 0 %, beachte

. (mr) 0, falls n gerade,
sin(— ) =
2 (=D)L falls n = 2k — 1 fiir ein k € Z.

: 7r (2n—1 -
Genauso ist 7 = g(m) = § — 2327, COSanl) R R Do (2n e a0 200 £1)2 =5
Aus der Parsevalschen Glelchung folgt weiter
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also > -7 o = (5 — 5)% = %
b) Wie in a) erhélt man durch Einsetzen von z = 0 den Reihenwert 0=g(0)=2-250, T
durch Einsetzen von z = % ferner 1 = g (%) = 2 — 237> 4n2 . Aus der Parsevalschen Gleichung
folgt zuletzt
1 (7 8 w— 16
1=— dz = ~||g|| ————s.
= sina) o = 2ol - +;W2(1_4n2)2

Aufgabe 34

a) Nach Voraussetzung ist der Fourierkoeffizient ag = 0 und die Fourierreihen von f und f’ konvergieren
punktweise gegen f(x) bzw. f'(z) fiir alle —7 < < 7. Aus der Parsevalschen Gleichung folgt || f||? =
7y o0 (a2 + b2). Nach Vorlesung sind wegen f(m) = f(—m) die Fourierkoeffizienten al,,b], von f’
gegeben durch a, = 0 sowie a,, = nby,,b, = —na, fiir n = 1,2,.... Daraus folgt wiederum mit der

Parsevalschen Gleichung fir f’

1P =7 (an)? + () =7 > _nP(ap +b2) =7y _a’+b = f]* O
n=1 n=1

n=1



b) Aus a) erkennt man, dass Gleichheit in der Wirtingerschen Ungleichung genau dann gilt, wenn
S0 nP(a2 +b2) = Y0 a2 + b2, also a, = b, = 0 fiir alle n = 2,3,... ist. Das bedeutet aber
f(x) = aj cosz + by sinx, wie behauptet.

Aufgabe 35

a) Mit einem Additionstheorem ist Dy (z —t) = 1+ 23N cosn(z — ). Ist & — t = 27k fiir ein
k € Z, so folgt Dy(t) =1+2 27]:7:1 cos2mnk =1+2 Zi:[:l 1 =1+ 2N. Andernfalls berechnen wir die
Teleskopsumme

I%@hm(;>—ﬁm< >+§:<an0n+ )—anon—;>>:sm<Nf+;).

L —sin L
b) Offenbar ist D,,(—t) = D,,(t) und D, (t+27) = SIH((QN:;EJL;Q)NH)W) = 7(311111)2 = Dy(t). Wahlt
2 2

man f =1 und z =0, so ist

I 1 (7
1=— D, (—t)dt = / D, (t)dt
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c¢) Mit der Substitution ¢ = z — y und b) folgt zunichst sy(z) = & ;E_J:r f(x — y)Dy(y)dy =
o [ f(z — t)Dy(t) dt. Damit ergibt sich wie behauptet
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Aufgabe 36
a) coth(3) = eg“ % = gﬂ = —2- + 1. Mit Aufgabe 27c) ist daher
T 4Io icoth( ) 142 Z —1+§:L
e*—1 2 27 N (%)? N ot + (2nm)?
b) Wihle ¢ = _(er (lg| < 1 fur kleine |x]), dann ist
2,1?2 2k‘
444447:_2447:_2 —2
2 + (2nm)? Z 7 Z 2n7r)2k

c)Esist 1 = f(m)egcac—_1 = (By +le+Bg%+Bg%+. . .)(1—|—%+%—|—§—4—|—. ..). Durch Ausmultiplizieren
und Vergleich mit der linken Seite 1 ergibt sich By = 1 (konstanter Term), Bys + By = 0 (Koeffizient
von z), By + B13 + 32 = 0 (Koeffizient von z?) u.s.w., allgemein fiir den Koeffizienten von x™
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d) Wegen (nil)! (”;LH) = % folgt aus ¢) B, = —n%rl ZZ;S) By, (”;CH) und man kann Bj, Bs, ... durch

Einsetzen berechnen.
e) Aus d) erhalten wir die Darstellung f(z) = Y00  Zra™ = By+Biaz+3.00 B"x ,alsod >, lfl?:v

n=2 n'
f(z) = Bix— By = = + 5 — 1. Diese Funktion ist gerade, denn _=%5 — 5 = ez—_l —x+§ =g +3
Es folgt 00 0o 00
Bn Bn BQn+1 o2n+1
0= —z" - —(=1)"z" =2 T pAnt
e S -La

Das kann aber nur gelten, falls 2 (321“;1), =0 fiirallen=1,2,..., also By,+1 = 0.

f) Nache)ist -2+ 2 —1=3",B,% =32, Bgnm, also

o0 L2k . . 1) & 00 o0 L2k
B - T ¥y :
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Nach Vertauschen der Summationsreihenfolgen folgt (gz’)“, =2(-1)F 1y W

g) Setze k = 1,2,3 in die Formel aus f) ein.



