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Ubungsblatt 3 — Losungshinweise

Aufgabe 21
a) Setzt man den Hinweis zweimal ein, so ergibt sich

1 _feth) = f@) fla-h)—-flx) 1 . . N Pl
o7 U+ h) = o —n) = HE 08 DO B0 2 (/@) — R + /(@) = R(=1))

N % 2f(z) = f() (h— 0).

b) Die Betragsfunktion f(x) = |z| ist an der Stelle x = 0 nicht differenzierbar, aber der linke Grenzwert
gleich 0. (Die Aussage in a) ist also eine schwichere Bedingung als Differenzierbarkeit.)
¢) Setzt man wieder zweimal Hinweis aus a) ein, so ergibt sich

fleth)+ Sl —h) —2f(z)

h2
Da f’ differenzierbar ist, konvergiert die linke Seite gegen f”(x), also auch die rechte.

Aufgabe 22

a) Offenbar ist fi(—2) = f4(2), f-(~2) = —f-(z) wnd f1 (@) + - (x) = L -2f(a) = f(a).

b) Aus f+ + f- = f = g+ u folgt fy — g = u — f_. Die linke Seite dieser Gleichung ist eine
gerade Funktion, die rechte eine ungerade; aber nur die Nullfunktion ist zugleich gerade und ungerade
(@) = —f(=a) = ~f(x). also 2f(z) = 0). Es folgt £ —g =0 =u—/-.

¢) Fiir coshz = 1(e” + e7®) und sinhz = }(e” — e~%) berechnet man

cosh? 2 — sinh? 2 = (cosh x + sinh z)(cosh z — sinh z) = B

1(e® — e ) = sinhz, (sinhz)’ = 3(e® 4+ ™) = coshz.

und (coshz) =
Aufgabe 23
a) (f?+(f')? ) =2c 2ff’+2ff” 2]”( 2erf") =0.

b) Nach a) ist ¢®f(z)? + f'(z)? = 2 f(0)® + f/(0)?> = 0. Das kann nur fiir ¢f(x)% = f/(x)? = 0 erfiillt
sein, also f(z) = 0.

c) h erfiillt A(0) = A'(0) = 0 und
B (z) = f"(z) + Ac? cos(cx) + Bc? sin(cx) = —c*(f(x) — Acos(cx) — Bsin(cx)) = —c*h(x),

ist also eine Losung von (*). Aus b) folgt h = 0.
A

d) Wihlt man ¢ mit cosp = £, so gilt sing = /1 —cos? p = FVC? — A2 = g und daher
C cos(cx — ) = C cos(cx) cos p + C'sin(cx) sin p = Acos(cx) + Bsin(cx) = f(x).

Aufgabe 24
a) Einsetzen in die Formel von D’Alembert liefert

DN | =

1 T+t
y(x,t) = ((m+t)2+(m—t)2)—|—/ ydy = 2 + 1> + at.

2 Jat



b) Man berechnet 92y, (z,t) = A202y(A\x, A\t) = 02y, (x,t) und mit der mehrdimensionalen Kettenregel

Dy (1) = O <a:—€t t—sx)_ 1 Lo <m—€t t—ax)_ —

=Yer®yt) = Oal V1—e2"\/1—-¢2 V1—¢g2 ty V1—e2'\/1—¢2 V1—¢e?’
Py (...) 00zy(...) (=€) 00y (...) - (—e)  Oy(...) (—¢)?

2 _ Yz T x t

0sye(z,t) = | — 2 + 2 + |2 + 2 und analog
By (.) (=) | %0uy(..) (=e) 0By (...)-(—e)  JFy(...)

Orye (@, 1) = 1 —e2 + 1 —¢e2 + 1 —¢g2 + t1—52 '

Daraus ergibt sich 02y.(x,t) — 0?y.(z,t) = 612:37(62)(1 —e?) + 8%_7(6';)(52 —1)=0%(...) =%y (...)=0.

¢) Man berechnet mithilfe des Hinweises, der Wellengleichung und partieller Integration

™ 2 ™ T
E'(t) = g/o O (Ory(z,t)?) da + 629/0 Or(Opy(x, 1)) da = g/o 20py - 02y + 2c20yy - 030y dx

=0 (/ Oy - Ry da + ¢ [0,y - Oyl — 02/ 02y - Oy dx> =0,
0 0

denn aus y(0,t) = y(m,t) = 0 folgt auch 0,y(0,t) = dwy(m,t) = 0. Also ist E(t) = E(0) konstant.
Aufgabe 25

a) Bs ist $y(z + ct,t) = cdpy(z + ct,t) + Oy(z + ct,t) = f(z + ct,t) und daher y(z + ct,t) =
y(x,0) + fot f(z + ¢s, s) ds. Daraus folgt

y(x,t)—y(w—ct,O)—i—/o f(a:—ct—i—cs,s)ds—g(x—ct)—i—/o flz+c(s—t),s)ds.

b) Es ist iz = 0%y — c0,0zy = 20%y — c00zy = —c0y(Oy — cOry) = —cOyz, d.h. z 16st die homogene
Transportgleichung mit den Anfangsbedingungen

2(z,0) = Oy(x,0) — cOpy(z,0) = h(x) — cg' ().

Aus a) folgt daher z(z,t) = h(z — ct) — cg'(x — ct).
c¢) Nach b) 16st y die inhomogene Transportgleichung mit f = z (und —c statt ¢) und den Anfangsbe-
dingungen y(z,0) = g(z). Aus a) folgt y(x,t) = g(xz + ct) + f(f z(x — ¢(s — t),s) ds und mit b)

t t 1 T+ct
/ z(x —c(s—t),s)ds = / h(z —2cs +ct) — cg' (v — 2cs + ct) ds = h(y) — cg'(y) dy
0 0

B % x—ct
1 x+ct
— 5l gt e+ 5 [ hw)d
CJe—ct

Aufgabe 26
a) Fir b = 0 ist offenbar f(0) = 0 das globale Maximum von f, daher sei b > 0. Die Ableitung

f'(a) = b — aP~! hat ihre einzige Nullstelle bei ag = b7 T > 0 und wegen f"(ag) = —(p — 1)l < 0

ist ag ein lokales Maximum. Wir berechnen ¢ = (1 — %)—1 _ ﬁ und
P . q .
f(ao):bpljﬂ_bp ! :bpl_b:bq<1_1> :bi'

p p p q

Wegen f(ap) > 0= f(0) ist also f(ag) das globale Maximum von f.
b) Aus a) folgt f(a) < f(ap), also ab — %p < % fir alle a,b > 0.
¢) Mindestens ein aj und ein by, seien positiv, sonst ist die Aussage klar. Wir schreiben die rechte Seite

P q
als AB > 0, nach b) ist dann % - %“ < pﬁ“p + q%

7. Daraus folgt

1 1
n 1 n ) 1 n ) 1 1 B B n ) P n . q
;@kbkgAB(pAp;%Jrqu;bk)AB‘<p+q>AB(Z%) ;bk

k=1



Aufgabe 27
a) f ist ungerade und daher a,, = 0, wegen cos(nm) = (—1)" ist fir n = 1,2, ...

by, = /Oﬂa:sin(nx) dz = 2 — [z cos(nx)]f + / cos(nz)dr = E(—l)”*l.

nm

Die Fourierreihe von f ist daher die Sinusreihe 23 >, (—1)"" 1M Entsprechend ist g gerade und
daher b, = 0, es ergibt sich ag = 2 [ |z|dz = 2 [fadz = sowie fiir n — 1,2,...

2 [T -2 [T 2 0 fall d
an = / zcos(nz)dr = — [ sin(nz)de = - ((-1)"-1) =1 _, s serade,
T Jo nm Jo nm —., falls n ungerade.
. . . . . . . 4 (2n—1)z
Die Fourierreihe von g ist also die Kosinusreihe § — 23>, Cosznnl
b) f(z) = sinz ist bereits ein trigonometrisches Polynom stimmt also mit seiner Fourierreihe iiberein.
g ist gerade, daher wieder b, = 0,a9 = %fow sinzdxr = %,al = %fow sinzcosxzdx = 0 und fir
n=23,...
2 (™. 2 . 2n [T )
anp = — [ sin(x)cos(nx)dx = —=|[cos(z) cos(nz)]y — — [ cos(x)sin(nx)dx
T Jo T T Jo
2 2n? [T 2
= (1)) + ”/ sin(z) cos(nz) dz = = ((—1)" + 1) + n2an.
T T Jo T
2((-D)"+1) 0, falls n ungerade,
T A=) \agke,  falls d
(1 —n?) iy, falls n gerade.
2
Damit ist die Fourierreihe von g die Kosinusreihe 2 =4+ = Zn 1 C(is( 4296. .
c) f ist gerade, daher ist b, = 0 und wir berechnen ap = = fo cosh(tz)dr = QSmtil;(m) sowie fiir
n=12...
2 [T 2sinh(t 2 T
ap = / cosh(tz) cos(nz) do = Sln7(@(—1)" + n/ sinh(tz) sin(nz) dz
T Jo tm tm Jo
2sinh(tm) n? 2t sinh(tm)
D T = an = T (2
Aufgabe 28

b) ¢ni2 = [y sinzsin® zdr = (n +1) [y cos® zsin™ zdx = (n+ 1)(cn — cnp2).

c¢) Fiir 0 < 2 < 7 ist 0 < sinz < 1, daraus folgt sin? x < sinz < 1, also sin" "2z < sin
Wegen der Monotonie des Integrals gilt auch c,19 < cpt1 < ¢
d) Aus b) und c) folgt "ch < eyt < Cp, also 1 2L <&t ] fiir n — o0,

n+2 Cn
e) Wiederholtes Einsetzen von b) ergibt (k =n,n—1,...,1)

ntl o L sin® x.

Cont1 21 2n -1 _ o

n
con 2n+1 2n—1 copo EI 2k+1 2/-3—1) o

f) Nach d) konvergiert 2 — 1, aus a) und e) folgt schlieflich

7T
2k+1 2k—1) ¢ ¢ e 2

n
2k)? o Contl C
H _ Y0 S2n+4 - 0

(n — o0).
k:l



