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Bild und Urbild

Definition 4.12

Seien A,B Mengen, f : A → B eine Abbildung und X ⊆ A,Y ⊆ B.
1 f (X) := {f (x) : x ∈ X} ⊆ B heißt das Bild von X unter f .

f (A) ⊆ B heißt das Bild von f .
2 f−1(Y ) := {x ∈ A : f (x) ∈ Y} ⊆ A heißt das Urbild von Y unter f .

Für jede Abbildung gilt f−1(B) = A.
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Beispiel 4.13(1)
a) Das Bild von f : R → R, f (x) = x2 ist

f (R) = {f (x) : x ∈ R} = {x2 : x ∈ R} = [0,∞),

insbesondere ist es von der Wertemenge R verschieden. Auch g : R → [0,∞), g(x) = x2 und
h : [0,∞) → R, h(x) = x2 haben das Bild g(R) = h([0,∞)) = [0,∞).
b) Das Bild hängt nicht von der Werte-, aber von der Definitionsmenge ab: Für f : R \ {0} → R \ {0},
f (x) = 1

x ist f (R \ {0}) = R \ {0}, für die Einschränkung g auf (0,∞) aber g((0,∞)) = (0,∞).
Das Bild der Einschränkung von f auf [1, 2] ist dasselbe wie das Bild von [1, 2] unter f :

f ([1, 2]) =
{

1

x
: x ∈ [1, 2]

}
=

[
1

2
, 1
]
.

Genauso ist f ([−1, 0) ∪ {3}) = (−∞,−1] ∪ { 1
3}.

c) Für f : Z → Z, f (x) = x2 gilt f (Z) ⊆ N0, aber nicht „⊇“. Genauso ist f (Z) ⊇ {4, 9, 16}, aber
g : Z → {4, 9, 16}, g(x) = x2 nicht wohldefiniert.
d) Im Koordinatensystem liegt das Bild auf der y -Achse: f (A) enthält y ∈ B genau dann, wenn die
Parallele zur x-Achse durch y den Graphen (mindestens einmal) schneidet. Für das Bild f (X) von
Teilmengen X ⊆ A muss y ∈ B entsprechend von Elementen x ∈ X „getroffen“ werden.
Schneidet jede Parallele zur x-Achse mindestens einmal, so ist f rechtsvollständig; schneidet jede
Parallele höchstens einmal, so ist f linkseindeutig.
e) sin : R → R hat das Bild sin(R) = [−1, 1], ebenso der Cosinus. Es gilt sin([0, 2π]) = [−1, 1],
sin([0, π]) = [0, 1]. Für f : R → R, f (x) = ex ist f (R) = (0,∞), f ((0,∞)) = (1,∞).
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Beispiel 4.13(2)
a) Nach dem Urbild f−1(Y ) von Y ⊆ B fragt man: Für welche x ∈ A liegt f (x) in Y?
Für f : R → R, f (x) = 2x ist

f−1([−2, 2]) = {x ∈ R : f (x) ∈ [−2, 2]} = {x ∈ R : 2x ∈ [−2, 2]} = [−1, 1],

genauso bestimmt man f−1({−4} ∪ (0, 2)) = {−2} ∪ (0, 1), f−1(R \ {0}) = R \ {0},
f−1(R) = R. Allgemein gilt immer f−1(B) = A.
b) Urbilder hängen nicht von der Werte-, aber von der Definitionsmenge ab: Für
f : R → R, g : R → [0,∞), h : [0,∞) → R, f (x) = g(x) = h(x) = x2 ist

f−1((0, 4]) = {x ∈ R : x2 ∈ (0, 4]} = [−2, 2] \ {0} = [−2, 0) ∪ (0, 2],

g−1((0, 4]) = {x ∈ R : x2 ∈ (0, 4]} = [−2, 2] \ {0} = [−2, 0) ∪ (0, 2],

h−1((0, 4]) = {x ∈ [0,∞) : x2 ∈ (0, 4]} = (0, 2].

Es ist f−1([−1, 4]) = [−2, 2], aber g−1([−1, 4]) nicht definiert.
c) Für f : R \ {1} → R, f (x) = 1

1−x gilt f−1([0,∞)) ⊇ {−1, 0, 1
2} und f−1([0,∞)) ⊆ (−∞, 1].

d) Im Koordinatensystem liegen Urbilder auf der x-Achse: f−1(Y ) enthält x ∈ A genau dann, wenn
f (x) in Y liegt. Die Parallele zur y -Achse durch x schneidet den Graphen genau einmal; y ∈ Y kann
aber kein oder mehrere Urbilder haben.
e) Für cos : R → R ist cos−1({2}) = ∅, cos−1({1}) = {2kπ : k ∈ Z} und

cos−1([0, 1]) = . . . ∪
[
−
π

2
,
π

2

]
∪
[

3π

2
,

5π

2

]
∪ . . . =

⋃
k∈Z

[
2kπ −

π

2
, 2kπ +

π

2

]
.
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Beispiel 4.13

3 Die Lösungen x ∈ A einer Gleichung f (x) = y sind gerade die Urbilder von y ∈ B unter f , die
Lösungsmenge ist

f−1({y}) = {x ∈ A : f (x) = y}.

Hat dieses Urbild kein, ein oder mehrere Elemente, so hat f (x) = y keine, eine oder mehrere
Lösungen x ∈ A. Beispiel: Die Urbilder von y = 1 unter f : R → R, f (x) = (x − 2)2 sind die
Lösungen von (x − 2)2 = 1:

f−1({1}) = {x ∈ R : (x − 2)2 = 1} = {1, 3}.

4 Eine Abbildung ordnet jedem x genau ein y zu, aber verschiedene Urbilder x können dasselbe
Bild f (x) haben, das Bild f (X) ist eher „kleiner“ als X ⊆ A. Umgekehrt kann jedes y kein oder
auch mehrere Urbilder haben, das Urbild Y ⊆ B also „größer“ oder „kleiner“ als f−1(Y ) sein.
Beispiel: Für die Nullfunktion f : R → R, f (x) = 0 ist f (R) = {0}, andererseits ist
f−1({0}) = R größer und f−1({1}) = ∅ kleiner als eine einelementige Menge.

Vorkurs Mathematik – 4.2 Eigenschaften von Abbildungen 5/33



Beispiel 4.13

5 Für das Bild f (A) einer Abbildung f : A → B schreibt man auch Bild(f ), R(f ) oder im(f ).
Die Schreibweise f (X) kann uneindeutig sein, wenn die Definitionsmenge selbst Mengen
enthält; dann schreibt man besser f [X ]: Für

f : {1, 2, {2}} → R, 1 7→ 2, 2 7→ 2, {2} 7→ 1

ist f (1) = f (2) = 2 und f ({2}) = 1; man könnte f ({2}) hier (miss-)verstehen als das Bild
f [{2}] = {f (x) : x ∈ {2}} = {2}.

6 Wir werden später zu bijektiven Abbildungen f : A → B eine Umkehrfunktion f−1 : B → A
definieren; Urbilder von f sind dasselbe wie Bilder von f−1.
Ist f nicht bijektiv, so ist f−1 keine Funktion und f−1(Y ) steht rein symbolisch für das Urbild.
Man schreibt gelegentlich f−1(y) statt

f−1({y}) = {x ∈ A : f (x) = y}.

Ist f bijektiv, so enthält f−1({y}) nur ein Element, nämlich den Funktionswert f−1(y);
andernfalls kann f−1({y}) auch kein oder mehrere Elemente enthalten.
f−1 ist außerdem nicht mit dem Kehrwert 1

f zu verwechseln.
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Satz 4.14

Satz 4.14

Seien A,B Mengen, f : A → B eine Abbildung, X , X̃ ⊆ A und Y , Ỹ ⊆ B.
1 Das Urbild ist mit Vereinigung, Durchschnitt, Differenz und der Mengeninklusion verträglich, d.h.

f−1(Y ∪ Ỹ ) = f−1(Y ) ∪ f−1(Ỹ ), f−1(Y ∩ Ỹ ) = f−1(Y ) ∩ f−1(Ỹ ),

f−1(Y \ Ỹ ) = f−1(Y ) \ f−1(Ỹ ), Y ⊆ Ỹ ⇒ f−1(Y ) ⊆ f−1(Ỹ ).

Für das Komplement gilt f−1(B \ Y ) = A \ f−1(Y ), also f−1(Y C) = f−1(Y )C .
2 Für das Bild gelten lediglich die Eigenschaften

f (X ∪ X̃) = f (X) ∪ f (X̃), f (X ∩ X̃) ⊆ f (X) ∩ f (X̃),

f (X \ X̃) ⊇ f (X) \ f (X̃), X ⊆ X̃ ⇒ f (X) ⊆ f (X̃).

3 In der Kombination von Bild und Urbild gilt

f (X) ⊆ Y ⇔ X ⊆ f−1(Y ),

insbesondere X ⊆ f−1(f (X)) und f (f−1(Y )) ⊆ Y .
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Satz 4.14

BEWEIS (1) Für alle x ∈ A gilt

x ∈ f−1(Y ∪ Ỹ ) ⇔ f (x) ∈ Y ∪ Ỹ ⇔ f (x) ∈ Y ∨ f (x) ∈ Ỹ ⇔ x ∈ f−1(Y ) ∪ f−1(Ỹ ),

x ∈ f−1(Y ∩ Ỹ ) ⇔ f (x) ∈ Y ∩ Ỹ ⇔ f (x) ∈ Y ∧ f (x) ∈ Ỹ ⇔ x ∈ f−1(Y ) ∩ f−1(Ỹ ),

x ∈ f−1(Y \ Ỹ ) ⇔ f (x) ∈ Y \ Ỹ ⇔ f (x) ∈ Y ∧ f (x) /∈ Ỹ ⇔ x ∈ f−1(Y ) \ f−1(Ỹ ),

das zeigt die ersten drei Gleichheiten. Die letzte Implikation folgt aus
x ∈ f−1(Y ) ⇒ f (x) ∈ Y ⊆ Ỹ ⇒ x ∈ f−1(Ỹ ); für das Komplement beachte f−1(B) = A.

(2) Wegen der Verträglichkeit des Existenzquantors mit ∨ gilt für alle y ∈ B

y ∈ f (X ∪ X̃) ⇔ ∃x ∈ X ∪ X̃ : f (x) = y

⇔
(
∃x ∈ X : f (x) = y

)
∨
(
∃x̃ ∈ X̃ : f (x̃) = y

)
⇔ y ∈ f (X) ∪ f (X̃),

also die erste Gleichheit, bei der zweiten Aussage nur

y ∈ f (X ∩ X̃) ⇔ ∃x ∈ X ∩ X̃ : f (x) = y

⇒
(
∃x ∈ X : f (x) = y

)
∧
(
∃x̃ ∈ X̃ : f (x̃) = y

)
⇔ y ∈ f (X) ∩ f (X̃).
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Satz 4.14

Die dritte Aussage beweisen wir genauso:

y ∈ f (X) \ f (X̃) ⇔
(
∃x ∈ X : f (x) = y

)
∧
(
∀x̃ ∈ X̃ : f (x̃) ̸= y

)
⇒ ∃x ∈ X \ X̃ : f (x) = y ⇔ y ∈ f (X \ X̃).

Die letzte Implikation ist einfach: y ∈ f (X) ⇒ ∃x ∈ X ⊆ X̃ : f (x) = y ⇒ y ∈ f (X̃).

(3) Für „⇒“ sei x ∈ X , dann ist f (x) ∈ f (X) ⊆ Y , also x ∈ f−1(Y ).
Für „⇐“ sei umgekehrt y ∈ f (X), dann ist y = f (x) für ein x ∈ X ⊆ f−1(Y ), also y = f (x) ∈ Y .
Mit der Wahl Y = f (X) bzw. X = f−1(Y ) folgt daraus auch die letzte Behauptung. □
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Verkettung

Definition 4.15

Seien A,B,C Mengen und f : A → B, g : B → C Abbildungen. Die Verkettung von f und g ist eine
Abbildung g ◦ f : A → C (lies: „g nach f “), definiert durch

x 7→ g(f (x)) bzw. (g ◦ f )(x) = g(f (x)).

Sei D eine weitere Menge und h : C → D eine weitere Abbildung, dann sind auch die Verkettungen
h ◦ g : B → D sowie h ◦ (g ◦ f ) : A → D und (h ◦ g) ◦ f : A → D definiert.
Behauptung: Die Verkettung ist assoziativ, d.h. h ◦ (g ◦ f ) = (h ◦ g) ◦ f .
BEWEIS Wir zeigen (h ◦ (g ◦ f ))(x) = ((h ◦ g) ◦ f )(x) für alle x ∈ A:

(h ◦ (g ◦ f ))(x) = h((g ◦ f )(x)) = h(g(f (x))) = (h ◦ g)(f (x)) = ((h ◦ g) ◦ f )(x).□

Dazu sagt man auch, das folgende Diagramm kommutiert :

A B C D
f g h

g ◦ f

h ◦ g
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Beispiel 4.16(1)

a) Für f : R → R, f (x) = x2 und g : R → R, g(x) = 2x − 1 ist die Verkettung g ◦ f : R → R
definiert: (g ◦ f )(x) = g(f (x)) = g(x2) = 2x2 − 1.

Auch f ◦ g : R → R ist definiert mit

(f ◦ g)(x) = f (g(x)) = f (2x − 1) = (2x − 1)2 = 4x2 − 4x + 1.

Es ist g ◦ f ̸= f ◦ g, die Verkettung also im Allgemeinen nicht kommutativ.
b) Die Verkettung von f mit h : R \ {0} → R, h(x) = 1

x ergibt f ◦ h : R \ {0} → R,
(f ◦ h)(x) = f ( 1

x ) =
1

x2 . h ◦ f ist nicht definiert, da h an der Stelle 0 ∈ f (R) nicht definiert ist.
Wir beheben dieses Problem: k : R → R \ {0}, k(x) = x2 ist nicht wohldefiniert, aber
f̃ : R \ {0} → R \ {0}, f̃ (x) = x2 ist es. Damit ist h ◦ f̃ : R \ {0} → R,

(h ◦ f̃ )(x) = h(̃f (x)) = h(x2) =
1

x2
.

Hier ist zufällig f ◦ h = h ◦ f̃ .
c) Die Verkettung von f ◦ h mit g ergibt g ◦ f ◦ h : R \ {0} → R,

(g ◦ f ◦ h)(x) = g((f ◦ h)(x)) = g
(

1

x2

)
=

2

x2
− 1.

Dasselbe ergibt sich für die Verkettung von g ◦ f mit h:

(g ◦ f )(h(x)) = (g ◦ f )
(

1

x

)
= 2

(
1

x

)2

− 1 =
2

x2
− 1.
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Beispiel 4.16(2)

Durch Verkettung lassen sich aus „einfachen“ Funktionen komplexere Funktionen erzeugen.
Verkettung einer Funktion f : R → R mit einer affin-linearen Funktion g : R → R, g(x) = ax + b
ergibt f ◦ g : R → R, g ◦ f : R → R,

(f ◦ g)(x) = f (ax + b), (g ◦ f )(x) = af (x) + b.

Man kann den Einfluss der Parameter a, b ∈ R gut am Graphen von f interpretieren (Übung).

Dasselbe gilt für die Verkettung mit der Betragsfunktion: Der Graph von x 7→ f (|x|) entsteht durch
„Umklappen nach links“, x 7→ |f (x)| durch „Umklappen nach oben“. Beispiel: Der Graph von
f : R → R, f (x) = −2|(x − 1)2 − 3| entsteht aus der Normalparabel y = x2 durch

Verschiebung um 1 nach rechts und drei nach unten,

Umklappen unterhalb der x-Achse nach oben,

Streckung mit Faktor 2 und Spiegeln an der x-Achse.
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Beispiel 4.16(3)

Die Assoziativität erlaubt, bei h ◦ g ◦ f = h ◦ (g ◦ f ) = (h ◦ g) ◦ f die Klammern wegzulassen, ferner
ist für f : A → A die mehrfache Verkettung f n = f ◦ . . . ◦ f definiert: Aus f : R → R, f (x) = x2 folgt

f (x) = x2, f 2(x) = f (f (x)) = f (x2) = x4,

f 3(x) = x6, f n(x) = (f ◦ . . . ◦ f )(x) = x2n.

Achtung: sin2(x) bedeutet sin(x)2, nicht sin(sin(x)).

Für die Identität idA : A → A, x 7→ x auf A und jede Funktion f : A → A gilt

(f ◦ idA)(x) = f (idA(x)) = f (x), (idA ◦ f )(x) = idA(f (x)) = f (x),

also f ◦ idA = idA ◦ f = f . Man sagt dazu, idA ist das neutrale Element bezüglich ◦ und definiert
f 0 := idA. Für A ⊆ B heißt übrigens id : A → B, x 7→ x die Einbettung von A in B.
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Punktweise Verknüpfungen

Definition 4.17

Sei A eine Menge, λ ∈ R und f : A → R, g : A → R Funktionen.
1 Die Funktionen λf : A → R, |f | : A → R, f + g : A → R und fg : A → R werden punktweise

definiert durch
(λf )(x) := λf (x), |f |(x) := |f (x)|,

(f + g)(x) := f (x) + g(x), (fg)(x) := f (x)g(x).

Auf B := {x ∈ A : g(x) ̸= 0} wird außerdem die Funktion f
g : B → R definiert durch(

f

g

)
(x) :=

f (x)

g(x)
.

Analog kann man auch max{f , g} : A → R und min{f , g} : A → R punktweise definieren:

(max{f , g})(x) := max{f (x), g(x)}, (min{f , g})(x) := min{f (x), g(x)}.

2 Auf Abb(A,R) werden die Relationen f = g, f ⩽ g, f < g punktweise definiert durch

f = g ⇔ ∀x ∈ A : f (x) = g(x),

f ⩽ g ⇔ ∀x ∈ A : f (x) ⩽ g(x),

f < g ⇔ ∀x ∈ A : f (x) < g(x).
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Beispiel 4.18(1)

a) Mit den Monomfunktionen pn : R → R, pn(x) = xn hat f : R → R, f (x) = 2x − 1 die Form

f (x) = 2x − 1 = 2p1(x)− p0(x), also f = 2p1 − p0.

Für g : R → R, g(x) = (x − 1)2 gilt

(f + g)(x) = f (x) + g(x) = 2x − 1 + (x − 1)2 = x2 = p2(x), also f + g = p2.

Jede Polynomfunktion lässt sich als Linearkombination der pn schreiben.
Weiter ist |g| = g und fg = 2p3 − 5p2 + 4p1 − p0:

|g|(x) = |g(x)| = |(x − 1)2| = (x − 1)2 = g(x),

(fg)(x) = f (x)g(x) = (2x − 1)(x − 1)2 = 2x3 − 5x2 + 4x − 1.

Für x ̸= 1 ist g(x) ̸= 0 und daher f
g : R \ {1} → R,

(
f
g

)
(x) = 2x−1

(x−1)2 wohldefiniert.

b) Man verwechsle nicht das Produkt f · g mit der Verkettung f ◦ g: Es ist p2 · p3 = p5, denn
x2 · x3 = x5, aber p2 ◦ p3 = p6, denn (x3)2 = x6.
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Beispiel 4.18(2)

a) Für f : R → R, f (x) = 2x − 1 und g : R → R, g(x) = 2x + 1 gilt

∀x ∈ R : f (x) = 2x − 1 < 2x + 1 = g(x),

also f < g; natürlich ist auch f ⩽ g. Für h : R → R, h(x) = 2 − x ist hingegen

f (0) = −1 < 2 = h(0), f (2) = 3 > 0 = h(2),

also weder f ⩽ h noch h ⩽ f . Die Relationen ⩽, < beziehen sich auf die gesamte Definitionsmenge.

b) Für f : R → R, f (x) = x2 und g : R → R, g(x) = −x2 gilt offenbar g ⩽ f , wegen
f (0) = 0 = g(0) aber nicht g < f .

c) f = g ist die Gleichheit zweier Funktionen, da Definitions- und Wertemenge übereinstimmen. Mit
f ̸= g meint man nicht ∀x ∈ A : f (x) ̸= g(x), sondern die Negation von f = g:

∃x ∈ A : f (x) ̸= g(x).

Zum Beispiel hat f ̸= 0 mindestens einen Funktionswert f (x) ̸= 0, trotz unendlich vieler Nullstellen
ist sin ̸= 0. Keine Nullstellen fordert man mit der Aussage

∀x ∈ A : f (x) ̸= 0.

d) In a) gilt f < h für die Einschränkungen von f und h auf (−∞, 1), man sagt „f < h auf (−∞, 1)“.
Genauso gilt f ⩽ h auf (−∞, 1], f > h auf (1,∞), aber keine Relation auf [0, 2].
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Beispiel 4.18

3 Die Analysis interessiert, ob sich Eigenschaften auf Verknüpfungen übertragen: Für a ̸= 0 ist
fa : R → R, fa(x) = sin(ax) periodisch mit (kleinster) Periode 2π

a , aber

f1 + f2 ist periodisch, f1 + f√2 ist nicht periodisch.

p3, p5 und p3 + p5 sind ungerade, aber p3 · p5 = p8 ist nicht ungerade, sondern gerade.

f : R \ {1} → R, f (x) = 1
1−x und g : R \ {1} → R, g(x) = x

x−1 haben jeweils einen Pol bei
x = 1, aber f + g : R \ {1} → R,

(f + g)(x) = f (x) + g(x) =
1

1 − x
+

x

x − 1
=

1 − x

1 − x
= 1

ist stetig fortsetzbar.
4 f < g ist eine stärkere Aussage als f ⩽ g und f ̸= g; f ⩽ g ist eine schwächere Aussage als

f < g und f = g. ⩽ ist reflexiv, antisymmetrisch und transitiv, aber nicht total, also eine
(partielle) Ordnungsrelation auf Abb(A,R); < ist nur transitiv.
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Beispiel 4.18(5)

Mit den punktweisen Verknüpfungen hat Abb(A,R) eine ähnliche Struktur wie R, ein R-Vektorraum:
Es gelten Assoziativ- (f + g) + h = f + (g + h), Kommutativ- fg = gf und Distributivgesetze

(λ+ µ)f = λf + µf , λ(f + g) = λf + λg.

Die Nullfunktion ist das neutrale Element bezüglich +, denn f + 0 = 0 + f = f ; p0 = 1 ist das
neutrale Element bezüglich ·, denn f · 1 = 1 · f = f für jedes f : A → R.

Es gibt auch wesentliche Unterschiede zu R: ⩽ zwischen Funktionen ist nicht total, man kann nicht
durch jede Funktion f ̸= 0 dividieren und es gibt noch eine zweite Multiplikation auf Abb(R,R), die
Verkettung: ◦ ist nicht kommutativ, aber assoziativ und distributiv:

(f + g) ◦ h = (f ◦ h) + (g ◦ h), f ◦ (g + h) = f ◦ g + f ◦ h.

Der BEWEIS all dieser Aussagen ist schematisch: Für alle x ∈ A gilt

((f + g) ◦ h) (x) = (f + g) (h(x)) = f (h(x)) + g(h(x)) = (f ◦ h)(x) + (g ◦ h)(x)

= ((f ◦ h) + (g ◦ h)) (x)

also (f + g) ◦ h = (f ◦ h) + (g ◦ h); genauso beweist man die anderen Aussagen. □
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Beispiel 4.18(6)

Zu f : A → R definieren wir Positivteil f+ : A → R und Negativteil f− : A → R durch

f+(x) := max{f (x), 0}, also f+ = max{f , 0},
f−(x) := −min{f (x), 0}, also f− = −min{f , 0},

wobei 0 auch für die Nullfunktion 0 : R → R, x 7→ 0 steht.

Der Positivteil f+ nimmt nur den Graphen von f oberhalb der x-Achse, der Negativteil f− klappt den
Teil unterhalb der x-Achse nach oben. Es gilt f+, f− ⩾ 0, f = f+ − f−, |f | = f+ + f− und

f ⩾ 0 ⇔ f = f+, f ⩽ 0 ⇔ f = −f−.
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Injektiv, surjektiv, bijektiv

Definition 4.19

Seien A,B Mengen und f : A → B eine Abbildung.
1 f heißt surjektiv, falls f rechtsvollständig ist. Äquivalent dazu ist jeweils:

∀y ∈ B ∃x ∈ A : f (x) = y .
Jedes y ∈ B hat mindestens ein Urbild, d.h. f−1({y}) ̸= ∅.
Jedes y ∈ B liegt im Bild von f , d.h. f (A) = B.

2 f heißt injektiv, falls f linkseindeutig ist. Äquivalent dazu ist jeweils:
∀x, x̃ ∈ A : f (x) = f (x̃) ⇒ x = x̃ .
Für je zwei verschiedene x, x̃ ∈ A ist auch f (x) ̸= f (x̃).
Zu jedem y ∈ B existiert höchstens ein x ∈ A, sodass f (x) = y .
Jedes y ∈ B hat höchstens ein Urbild, d.h. f−1({y}) höchstens ein Element.

3 f heißt bijektiv, falls f injektiv und surjektiv ist. Äquivalent dazu ist jeweils:
Zu jedem y ∈ B existiert genau ein x ∈ A, sodass f (x) = y .
Jedes y ∈ B hat genau ein Urbild, d.h. f−1({y}) = {x}.
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Beispiel 4.20(1)

a) f : R → R, f (x) = x2 ist nicht surjektiv, da f (x) = −1 unlösbar ist. f ist auch nicht injektiv, da
f (2) = f (−2) = 4.

b) g : R → [0,∞), g(x) = x2 ist surjektiv: Jedes y ⩾ 0 hat die Urbilder x =
√

y und x = −√
y .

Allgemein ist für f : A → B die Einschränkung f : A → f (A) surjektiv.

c) h : [0,∞) → R, h(x) = x2 ist injektiv: Für alle x, x̃ ⩾ 0 gilt

h(x) = h(x̃) ⇒ x2 = x̃2 ⇒ |x| = |x̃| ⇒ x = x̃.

Man sagt dazu auch, f ist „injektiv auf [0,∞)“ und „surjektiv auf [0,∞)“.

d) k : [0,∞) → [0,∞), k(x) = x2 ist injektiv und surjektiv, also bijektiv: Jedes y ⩾ 0 hat genau ein
Urbild x =

√
y ⩾ 0.

Allgemein ist für jede injektive Abbildung f : A → B die Einschränkung f : A → f (A) bijektiv.
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Beispiel 4.20

2 Für y ∈ B ist f−1({y}) = {x ∈ A : f (x) = y} die Lösungsmenge der Gleichung f (x) = y .
Ist für jedes y ∈ B

die Gleichung f (x) = y lösbar, so ist f surjektiv.
die Lösung der Gleichung f (x) = y eindeutig, so ist f injektiv.
die Gleichung f (x) = y eindeutig lösbar, so ist f bijektiv.

Umgekehrt ist f : R → R, f (x) = x3 bijektiv und daher die Gleichung x3 = −4 eindeutig lösbar.
3 Im Koordinatensystem bedeutet Surjektivität (Rechtsvollständigkeit), dass für jedes y ∈ B die

Parallele zur x-Achse durch y den Graphen mindestens einmal schneidet; bei Injektivität
(Linkseindeutigkeit) schneiden diese Parallelen höchstens einmal, bei Bijektivität genau einmal.

Eine bijektive Abbildung f : A → B ist nach Vertauschen von x- und y -Achse wieder eine
Abbildung: Jedem y wird genau ein x zugeordnet. Die Abbildung f (x) 7→ x heißt die
Umkehrfunktion f−1 : B → A von f ; auch f−1 ist bijektiv.

Beispiel: Sei a ̸= 0, für jedes y ∈ R hat dann ax + b = y genau eine Lösung
x = y−b

a = 1
a y − b

a ∈ R. Daher ist f : R → R, f (x) = ax + b bijektiv mit der Umkehrfunktion

f−1 : R → R, f−1(y) =
1

a
y −

b

a
.

Wegen 1
a ̸= 0 ist auch f−1 bijektiv mit der Umkehrfunktion (f−1)−1 = f .
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Satz 4.21

Satz 4.21

Seien A,B Mengen und f : A → B eine Abbildung.
1 Die folgenden Aussagen sind äquivalent:

f ist surjektiv.
Für alle Mengen Y ⊆ B gilt f (f−1(Y )) = Y .
Für alle Mengen Y , Ỹ ⊆ B gilt Y ⊆ Ỹ ⇔ f−1(Y ) ⊆ f−1(Ỹ ).

2 Die folgenden Aussagen sind äquivalent:
f ist injektiv.
Für alle Mengen X ⊆ A gilt X = f−1(f (X)).
Für alle Mengen X , X̃ ⊆ A gilt X ⊆ X̃ ⇔ f (X) ⊆ f (X̃).
Für alle Mengen X , X̃ ⊆ A gilt f (X ∩ X̃) = f (X) ∩ f (X̃).
Für alle Mengen X , X̃ ⊆ A gilt f (X) \ f (X̃) = f (X \ X̃).

Man beachte, dass nach Satz 4.14 die Inklusion „⊆“ bzw. die Implikation „⇒“ immer wahr ist.

BEWEIS Man beweist die Äquivalenz der Aussagen jeweils mit einem Ringschluss, siehe Skriptum. □
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Umkehrfunktion

Definition 4.22

Seien A,B Mengen und f : A → B bijektiv. Dann gilt

∀x ∈ A ∃!y ∈ B : f (x) = y , da f linksvollständig und rechtseindeutig ist,

und ∀y ∈ B ∃!x ∈ A : f (x) = y , da f rechtsvollständig und linkseindeutig ist.

Nach der zweiten Zeile ist die Umkehrrelation

f−1 := {(y , x) ∈ B × A : f (x) = y} ⊆ B × A

linksvollständig und rechtseindeutig, also eine Abbildung f−1 : B → A; sie heißt die Umkehrfunktion
oder Inverse von f . f−1 ordnet jedem y ∈ B das eindeutige x ∈ A zu, sodass f (x) = y gilt; dieses zu
y gehörige x wird mit f−1(y) bezeichnet.

Damit gilt f (f−1(y)) = y für alle y ∈ B und genauso f−1(f (x)) = x für alle x ∈ A, kurz

f ◦ f−1 = idB , f−1 ◦ f = idA.

Die Umkehrrelation von f−1

(f−1)−1 = {(x, y) ∈ A × B : f−1(y) = x} = {(x, y) ∈ A × B : f (x) = y}

ist f , also eine Abbildung; daher ist f−1 bijektiv und (f−1)−1 = f .
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Beispiel 4.23(1)

a) pn : R → R, pn(x) = xn ist für ungerade n ∈ N bijektiv, aber für gerade n nicht injektiv.
Für alle n ∈ N ist pn : [0,∞) → [0,∞) wohldefiniert und bijektiv, daher existieren die
Umkehrfunktionen wn = p−1

n : [0,∞) → [0,∞), die Wurzelfunktionen.

Für y ⩾ 0 ist wn(y) die eindeutige Lösung x ⩾ 0 der Gleichung xn = y , also die n-te Wurzel

wn(y) = p−1
n (y) = n

√
y = y

1
n . Auch wn ist bijektiv mit w−1

n = pn, es gilt pn ◦ wn = id[0,∞)

= wn ◦ pn, für x ⩾ 0 also

p2(w2(x)) = (
√

x)2 = x, w2(p2(x)) =
√

x2 = x.

pn(x) gibt es auch für negative Argumente, nicht aber wn(x); zum Beispiel sind p2(w2(−4)),
w3(p3(−2)) nicht definiert und

w2(p2(−2)) =
√

(−2)2 = 2 = | − 2|.

Für alle (reellen) Exponenten a ̸= 0 ist die Potenzfunktion fa : (0,∞) → (0,∞), fa(x) = xa bijektiv
mit f−1

a = f 1
a

; (fa) ist also eine Schar bijektiver Funktionen auf (0,∞).
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Beispiel 4.23(1)

b) Sei a > 0. Die Exponentialfunktion ga : R → R, ga(x) = ax ist nicht surjektiv, aber
expa : R → (0,∞), expa(x) = ax ist bijektiv. Daher existiert exp−1

a = la : (0,∞) → R.

Für jedes y > 0 ist la(y) die eindeutige Lösung x ∈ R der Gleichung ax = y , also der Logarithmus
la(y) = loga(y). Auch la ist bijektiv mit der Umkehrfunktion l−1

a = expa: Für x ∈ R und y > 0 gilt

la(expa(x)) = loga(a
x ) = x, expa(la(y)) = aloga(y) = y .

Aus der Funktionalgleichung ax+x̃ = ax + ax̃ (x, x̃ ∈ R) folgt mit y = aloga(y) = ax das
Logarithmengesetz (y , ỹ > 0)

loga(y · ỹ) = loga(a
x · ax̃ ) = log(ax+x̃ ) = x + x̃ = loga(y) + loga(ỹ).
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Beispiel 4.23(1)

c) sin : R → R und cos : R → R sind nicht injektiv, aber geeignete Einschränkungen auf ein Intervall
der Länge π sind bijektiv, zum Beispiel sin : [−π

2 ,
π
2 ] → [−1, 1] und cos : [0, π] → [−1, 1]. Die

Umkehrfunktionen heißen Arkusfunktionen:

arcsin : [−1, 1] →
[
−
π

2
,
π

2

]
, arccos : [−1, 1] → [0, π].

Genauso verfährt man für tan, cot oder sinh, cosh: Die Einschränkungen sinh : R → R und
cosh : [0,∞) → [1,∞) sind bijektiv mit den Umkehrfunktionen

arsinh : R → R, arcosh : [1,∞) → [0,∞).

1

1

x3

3
√

x

1

1
ex

log x

−π
2

-1 1 π
2

−π
2

-1

1

π
2

sin

arcsin
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Beispiel 4.23(2)

Die Relationen f , f−1 enthalten dieselben Paare (x, y), (y , x) mit vertauschten Komponenten, also
mit x- bzw. y -Achse als erster Achse. Stellt man beide in einem gemeinsamen Koordinatensystem
dar, so ist für beide die x-Achse erste Achse; dazu muss f−1 an der ersten Winkelhalbierenden
y = x gespiegelt werden. Im Beispiel ist R = {(x, y) ∈ R2 : x2 + (y − 1)2 ⩽ 1, x ⩾ 0},

R−1 = {(y , x) ∈ R2 : (x, y) ∈ R} = {(x, y) ∈ R2 : (x − 1)2 + y2 ⩽ 1, y ⩾ 0}.

1 2

1

2 R

R−1

f

f−1

Bei Funktionen werden x und y vertauscht: (f (x), x) = (y , f−1(y)) wird zu (x, f−1(x)).

Zum Beispiel lässt sich der Viertelkreis f : [0, 1] → [0, 1], f (x) = 1 −
√

1 − x2 auflösen zu
x =

√
1 − (y − 1)2, die Umkehrfunktion ist also

f−1 : [0, 1] → [0, 1], f−1(x) =
√

1 − (x − 1)2.
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Beispiel 4.23

3 Ist f : R → R streng monoton wachsend, so ist f injektiv:

x ̸= y ⇒ x < y oder y < x ⇒ f (x) < f (y) oder f (y) < f (x) ⇒ f (x) ̸= f (y). □

Damit ist f : R → f (R) bijektiv und hat eine Umkehrfunktion f−1 : f (R) → R; f−1 ist ebenfalls
streng monoton wachsend (Übung). Dasselbe gilt für streng monoton fallende Funktionen.
Beispiel: Alle pn sind streng monoton wachsend auf [0,∞), ebenso die wn; dasselbe gilt für
Exponentialfunktion und Logarithmus.

4 Ist f : A → B bijektiv, so gilt f ◦ f−1 = idB und f−1 ◦ f = idA, d.h. f−1 : B → A ist sowohl
Rechtsinverse als auch Linksinverse von f . Satz 4.24 zeigt umgekehrt, dass nur die Inverse f−1

beide Eigenschaften hat.

Keine Funktion kann mehrere Rechts- und mehrere Linksinverse besitzen, aber eines davon ist
möglich: f : R → [0,∞), f (x) = x2 ist surjektiv und g : [0,∞) → R, g(x) =

√
x eine

Rechtsinverse:
∀x ⩾ 0 : (f ◦ g)(x) = f (g(x)) =

(√
x
)2

= x.

Auch h : [0,∞) → R, h(x) = −
√

x ist eine Rechtsinverse, daher ist f nicht injektiv und die
Inverse f−1 existiert nicht.

Merke: Nur bijektive Funktionen haben eine Umkehrfunktion. Aus einer der Gleichungen
f ◦ g = idB oder h ◦ f = idA folgt noch nicht, dass g bzw. h die Umkehrfunktion von f ist.
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Beispiel 4.23

5 a) Für die mehrfache Verkettung von f : A → A schreibt man f n = f ◦ . . . ◦ f und f 0 = idA. Ist f
bijektiv, so schreibt man auch

f−n := f−1 ◦ f−1 ◦ . . . ◦ f−1.

Für alle n,m ∈ N0 gilt das Potenzgesetz

f m ◦ f−n = f m−n = f−n ◦ f m,

insbesondere sind Verkettungen von f und f−1 kommutativ.

b) Sei f : A → B bijektiv. Das Bild von Y ⊆ B unter f−1

f−1(Y ) = {f−1(y) : y ∈ Y} = {x ∈ A : f (x) ∈ Y} = f−1(Y ) ⊆ A

ist gerade das Urbild von Y unter f , denn f (x) = y ⇔ f−1(y) = x . Genauso sind Bilder von f
die Urbilder von f−1.

6 Sei M = {1, . . . , n} eine endliche Menge mit n ∈ N Elementen. Eine bijektive Abbildung
π : M → M heißt eine Permutation von M. Zum Beispiel für

π : {1, 2, 3} → {1, 2, 3}, 1 7→ 3, 2 7→ 2, 3 7→ 1

ist π ◦ π = id{1,2,3}, also π−1 = π. Es gibt genau n! = 1 · . . . · n verschiedene Permutationen
von M; sie bilden mit der Verkettung die symmetrische Gruppe (Sn, ◦).
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Satz 4.24

Satz 4.24

Seien A,B Mengen, A ̸= ∅ und f : A → B eine Abbildung.
1 Die Abbildung f ist . . .

. . . surjektiv genau dann, wenn es eine Abbildung g : B → A gibt mit f ◦ g = idB . (Rechtsinverse)

. . . injektiv genau dann, wenn es eine Abbildung h : B → A gibt mit h ◦ f = idA. (Linksinverse)

. . . bijektiv genau dann, wenn es Abbildungen g : B → A und h : B → A gibt mit f ◦ g = idB und
h ◦ f = idA. In diesem Fall ist g = h = f−1 die Umkehrfunktion von f .

2 Sei C eine weitere Menge und g : B → C eine weitere Abbildung, dann ist g ◦ f : A → C.
Sind f und g surjektiv, so auch g ◦ f .
Ist g ◦ f surjektiv, so auch g.
Sind f und g injektiv, so auch g ◦ f .
Ist g ◦ f injektiv, so auch f .
Sind f und g bijektiv, so auch g ◦ f . In diesem Fall gilt (g ◦ f )−1 = f−1 ◦ g−1.

Zur Übung beweise man folgende Ergänzung zu (1): f ist surjektiv genau dann, wenn es höchstens
eine Linksinverse gibt, und injektiv genau dann, wenn es höchstens eine Rechtsinverse gibt; f ist also
bijektiv genau dann, wenn es genau eine Linksinverse oder genau eine Rechtsinverse gibt.

BEWEIS (siehe Skriptum) □

Vorkurs Mathematik – 4.2 Eigenschaften von Abbildungen 31/33



Bemerkung

Mit injektiven, surjektiven und bijektiven Funktionen kann man über unendliche Mengen und deren
Mächtigkeit sprechen: Eine Menge A heißt endlich, wenn es eine Zahl n ∈ N und eine

injektive Abbildung f : A → {1, . . . , n}, bijektive Abbildung f : A → {1, . . . , n}
surjektive Abbildung f : {1, . . . , n} → A oder bijektive Abbildung f : {1, . . . , n} → A

gibt – diese vier Aussagen sind äquivalent. In den Fällen rechts ist A = {a1, . . . , an} mit #A = n.
Eine nicht endliche Menge heißt unendlich.

A heißt abzählbar, falls es eine

injektive Abbildung f : A → N oder surjektive Abbildung f : N → A gibt.

Gibt es eine bijektive Abbildung f : N → A oder f : A → N, so ist A = {a1, a2 . . .} gleichmächtig zu
N und daher abzählbar unendlich. Eine nicht abzählbare Menge heißt überabzählbar.

Satz 4.25

Seien k , j ∈ N und f : {1, . . . , k} → {1, . . . , j} eine Abbildung.
1 Ist f injektiv, so gilt k ⩽ j . Ist f surjektiv, so gilt k ⩾ j . Ist f bijektiv, so gilt k = j , d.h. die Mengen

{1, . . . , k} und {1, . . . , j} sind gleichmächtig.
2 Ist k = j , so gilt: f ist bijektiv ⇔ f ist injektiv ⇔ f ist surjektiv.
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Bemerkung

Sei A = {a1, . . . , an} eine endliche Menge mit #A = n, dann ist φA : {1, . . . , n} → A, i 7→ ai

bijektiv. Ist #B = #A, so ist auch φB ◦ φ−1
A : A → B bijektiv.

Umgekehrt seien A,B endlich und f : A → B eine bijektive Abbildung. Dann ist
φ−1

B ◦ f ◦ φA : {1, . . . ,#A} → {1, . . . ,#B} bijektiv und aus Satz 4.25 folgt #A = #B.
Wir haben für endliche Mengen A,B bewiesen:

#A = #B ⇔ Es ex. eine bijektive Abbildung f : A → B.

Wir verwenden diesen Satz nun als Definition für die Gleichmächtigkeit unendlicher Mengen. Es gilt:

#N = #Z.

#(0, 1) = #R.

Zum BEWEIS muss man nur bijektive Funktionen f : Z → N, g : (0, 1) → R finden.
Es gibt unterschiedliche unendliche Mächtigkeiten:

#Q = #N. (Erstes Diagonalargument von Cantor)

#R ̸= #N. (Zweites Diagonalargument von Cantor)

Der BEWEIS wird in Analysis 1 geführt. Mengen, die zu N gleichmächtig sind (zum Beispiel Z,Q),
heißen abzählbar unendlich. „Größere“ Mengen als N (zum Beispiel R) nennt man überabzählbar.

Gleichmächtigkeit ist eine Äquivalenzrelation auch für unendliche Mengen, die Äquivalenzklassen
heißen Kardinalzahlen.
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