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Definition 4.12

Seien A, B Mengen, f : A — B eine Abbildungund X C A, Y C B.

@ f(X) := {f(x) : x € X} C BheiBt das Bild von X unter f.
f(A) C B heif3t das Bild von f.

@ f1(Y):={x € A: f(x) € Y} C AheiBt das Urbild von Y unter f.
Fir jede Abbildung gilt f~"(B) = A.
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Beispiel 4.13(1) A‘(IT

a) Das Bildvon f : R — R, f(x) = x? ist
f(R) = {f(x) : x € R} = {x® : x € R} = [0, 00),

insbesondere ist es von der Wertemenge R verschieden. Auch g : R — [0, 00), g(x) = x? und
h:[0,00) — R, h(x) = x2 haben das Bild g(R) = h([0, o0)) = [0, c0).

b) Das Bild hangt nicht von der Werte-, aber von der Definitionsmenge ab: Fur f : R\ {0} — R\ {0},
f(x) = } ist f(R \ {0}) = R\ {0}, fur die Einschrankung g auf (0, co) aber g((0, c0)) = (0, 00).
Das Bild der Einschrankung von f auf [1, 2] ist dasselbe wie das Bild von [1, 2] unter f:

K[1,2]) = {% . xe [1,2]} _ {%1} .

Genauso ist f([—1,0) U {3}) = (—oo, —1] U {3}

c)Furf: Z — 7, f(x) = x? gilt f(Z) C Ny, aber nicht ,D*. Genauso ist f(Z) D {4,9, 16}, aber
g:7Z — {4,9,16}, g(x) = x2 nicht wohldefiniert.

d) Im Koordinatensystem liegt das Bild auf der y-Achse: f(A) enthlt y € B genau dann, wenn die
Parallele zur x-Achse durch y den Graphen (mindestens einmal) schneidet. Flr das Bild f(X) von
Teilmengen X C Amuss y € B entsprechend von Elementen x € X ,getroffen” werden.
Schneidet jede Parallele zur x-Achse mindestens einmal, so ist f rechtsvollstandig; schneidet jede
Parallele héchstens einmal, so ist f linkseindeutig.

e) sin : R — R hat das Bild sin(R) = [—1, 1], ebenso der Cosinus. Es gilt sin([0, 27]) = [—1, 1],
sin([0, 7]) = [0,1]. Fur f : R — R, f(x) = X ist f(R) = (0, 00), f((0,0)) = (1, 00).
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Beispiel 4.13(2) A‘(IT

a) Nach dem Urbild 7~'(Y) von Y C B fragt man: Fiir welche x € Aliegt f(x)in Y?
Furf: R — R, f(x) = 2x ist
1([-2,2]) = {x €R: f(x) € [-2,2]} = {x € R:2x € [-2,2]} = [-1,1],

genauso bestimmt man f~'({—4} U (0,2)) = {72} u(0,1), F~'(R\ {0}) = R\ {0},
f~1(R) = R. Allgemein giltimmer f~1(B) = A.
b) Urbilder h&dngen nicht von der Werte-, aber von der Definitionsmenge ab: Fir
f:R—R,g:R—[0,00),h:[0,00) = R, f(x) = g(x) = h(x) = x? ist

F71((0.4]) = {x e R: x® € (0,4]} = [-2,2] \ {0} = [-2,0) U (0,2],

97 ((0.4) = {x €R:x* € (0,4]} = [-2,2] \ {0} = [-2,0) U (0,2],

h=1((0,4]) = {x € [0,00) : x* € (0,4]} = (0,2].
Esist f~1([-1,4]) = [-2,2], aber g~ "([—1, 4]) nicht definiert.

c) Fur f: R\{1} - R, f(x) = gt~ 1([0 00)) 2 {—1,0, 2} und ~1([0, 00)) C (—o0, 1].

d) Im Koordinatensystem liegen Urbllder auf der x-Achse: f~'(Y) enthalt x € A genau dann, wenn
f(x) in Y liegt. Die Parallele zur y-Achse durch x schneidet den Graphen genau einmal; y € Y kann

aber kein oder mehrere Urbilder haben.
e) Fir cos : R — Rist cos™'({2}) = 0, cos~1({1}) = {2k7 : k € Z} und

“(o.1)=-..u[-2.7]u [3—“51} -U ok~ Z.2kn+ 7]

22 2
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Beispiel 4.13 AT

er Institut o Technologie

@ Die Losungen x € A einer Gleichung f(x) = y sind gerade die Urbilder von y € B unter f, die
Lésungsmenge ist |
T ({y}) ={xeA:f(x) =y}

Hat dieses Urbild kein, ein oder mehrere Elemente, so hat f(x) = y keine, eine oder mehrere
Lésungen x € A. Beispiel: Die Urbilder von y = 1 unter f : R — R, f(x) = (x — 2)? sind die
Lésungen von (x — 2)2 = 1:

{1 ={xeR:(x—2)2=1} ={1,3}.

@ Eine Abbildung ordnet jedem x genau ein y zu, aber verschiedene Urbilder x kdnnen dasselbe
Bild f(x) haben, das Bild f(X) ist eher ,kleiner“ als X C A. Umgekehrt kann jedes y kein oder
auch mehrere Urbilder haben, das Urbild Y C B also ,gréBer” oder kleiner* als f~1(Y) sein.
Beispiel: Fur die Nullfunktion f : R — R, f(x) = 0ist f(R) = {0}, andererseits ist
f~1({0}) = R gréBer und f~'({1}) = 0 kleiner als eine einelementige Menge.
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Beispiel 4.13 AT

er Institut o Technologie

@ Fur das Bild f(A) einer Abbildung f : A — B schreibt man auch Bild(f), R(f) oder im(f).
Die Schreibweise f(X) kann uneindeutig sein, wenn die Definitionsmenge selbst Mengen
enthalt; dann schreibt man besser f[X]: Fur

f:{1,2,{2}} = R, 1—22—2{2}—1

ist f(1) = f(2) = 2und f({2}) = 1; man kénnte f({2}) hier (miss-)verstehen als das Bild
{2} = {f(x) : x € {2}} = {2}.

® Wir werden spater zu bijektiven Abbildungen f : A — B eine Umkehrfunktion =1 : B — A
definieren; Urbilder von f sind dasselbe wie Bilder von f—'.
Ist f nicht bijektiv, so ist f~! keine Funktion und f~'(Y) steht rein symbolisch fiir das Urbild.
Man schreibt gelegentlich f~'(y) statt

Iy = {x e A () = y}.
Ist f bijektiv, so enthalt f~"({y}) nur ein Element, namlich den Funktionswert f—"(y);

andernfalls kann f~1({y}) auch kein oder mehrere Elemente enthalten.
f~1 ist auBerdem nicht mit dem Kehrwert 1f zu verwechseln.
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Satz 4.14 ﬂ(“.

Seien A, BMengen, f : A — B eine Abbildung, X, X C Aund Y, ¥ C B.
@ Das Urbild ist mit Vereinigung, Durchschnitt, Differenz und der Mengeninklusion vertraglich, d.h.

= (yu¥)=f1(Y)ur'(V), = yn¥)=f1(Y)nf'(V),
=Y\ V) ="M\ F(Y), YCV=f(Y)Cr (V).

Fiir das Komplement gilt f='(B\ Y) = A\ f~'(Y), also =1 (Y€) = f~1(Y)C.
@ Fir das Bild gelten lediglich die Eigenschaften

(XU X) = f(X) U f(X), f(X N X) C £(X) N £(X),
X\ X) 2 1(X) \ £(X), X C X = f(X) Cf(X).

@ In der Kombination von Bild und Urbild gilt
f(X)C Y& XCi(Y),

insbesondere X C f~'(f(X)) und f(f='(Y)) C Y.
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Satz 4.14 A\‘(IT

BEWEIS (1) Fir alle x € A gilt

xef ' (yuV)efx)eyuYefx)eYvix)e Y exef ' (Y)ur'(V),
xef(ynV)efx)eynYefx)eYaf(x) eV exef '(Y)nf (V)
xcf Y\ efx)eY\Vefx)eYAf(x)g Y excr '(V)\F'(V),

das zeigt die ersten drei Gleic~hheiten. Die Ietgte Implikation folgt aus
x € f71(Y) = f(x) € Y C ¥ = x € f~1(V); fiir das Komplement beachte f~'(B) = A.

(2) Wegen der Vertraglichkeit des Existenzquantors mit \ gilt fir alle y € B
yeEfXUX) e IxeXUX:f(x)=y
& (rexif) =y)vEREX (%) =y) &y € HX)UHR),
also die erste Gleichheit, bei der zweiten Aussage nur
yefXNX)e3IxeXnNX:f(x)=y
= (Bxe X100 =y) A (EFE X 1(%) = y) &y € H(X) N H(R).
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Satz 4.14 A\‘(IT

Die dritte Aussage beweisen wir genauso:
y € FX)\ H(X) < (3x€X:f(x):y>A(V)?€5(:f()?);éy)
>3IxEX\X: (X)) =y e yef(X\X).

Die letzte Implikation ist einfach: y € f(X) = Ix € X C X : f(x) = y = y € f(X).

(3) Fur ,=“sei x € X, danniist f(x) € f(X) C Y, also x € f~1(Y).
Fir <" sei umgekehrt y € f(X), dannist y = f(x) furein x € X C f~'(Y),alsoy = f(x) € Y.
Mit der Wahl Y = f(X) bzw. X = f~'(Y) folgt daraus auch die letzte Behauptung. O
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Verkettung A“(IT

Definition 4.15

Seien A, B, C Mengenund f : A — B, g : B — C Abbildungen. Die Verkettung von f und g ist eine
Abbildung go f : A — C (lies: ,g nach f*), definiert durch

x = g(f(x)) bzw. (g0 N(x) = g(f(x))-

Sei D eine weitere Menge und h : C — D eine weitere Abbildung, dann sind auch die Verkettungen
hog:B— Dsowie ho(gof):A— Dund(hog)of:A— Ddefiniert.

Behauptung: Die Verkettung ist assoziativ, d.h. ho (go f) = (hog) o f.

BEwEIS Wir zeigen (ho (g o f))(x) = ((ho g) o f)(x) fur alle x € A:

(ho(geN)(x) = h((geN(x)) = h(g(f(x))) = (ho g)(1(x)) = ((heg) o f)(x).0

Dazu sagt man auch, das folgende Diagramm kommutiert:
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Beispiel 4.16(1) A‘(IT

a)Fiurf: R — R, f(x) = x>und g : R — R, g(x) = 2x — 1 ist die Verkettung go f : R — R
defimert (90 N)(x) = 9(f(x)) = 9(x*) = 2 — 1.
Auch fo g : R — R ist definiert mit

(Fog)(x) = f(g(x)) = f(ex — 1) = (2x — 1) = 4x® — 4x + 1.
Esist go f # f o g, die Verkettung also im Allgemeinen nicht kommutativ.
b) Die Verkettung von f mit h: R\ {0} — R, h(x) = 1; ergibt foh: R\ {0} — R,
(foh)(x) = f($) = . ho fistnicht definiert, da h an der Stelle 0 € f(R) nicht definiert ist.

Wir beheben dieses Problem k: R — R\ {0}, k(x) = x? ist nicht wohldefiniert, aber
F:R\ {0} = R\ {0},f(x) = x?istes. Damitistho 7 : R\ {0} — R,

(hoP)(x) = h(f(x)) = h(x?) = l2

Hier ist zuféllig fo h = ho f.
c) Die Verkettung von f o hmit g ergibtgo fo h: R\ {0} — R,

(gorent) =gron() =g( ) = 5 1

Dasselbe ergibt sich fiir die Verkettung von g o f mit h:

o =@on (1) =2(1) -1=2 1
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Beispiel 4.16(2) A‘(IT

er Institut o Technologie

Durch Verkettung lassen sich aus ,einfachen* Funktionen komplexere Funktionen erzeugen.
Verkettung einer Funktion f : R — R mit einer affin-linearen Funktion g : R — R, g(x) = ax + b
ergbtfog: R —R,gof:R =R,

(fog)(x) =f(ax + b), (gof)(x)=af(x)+b.

Man kann den Einfluss der Parameter a, b € R gut am Graphen von f interpretieren (Ubung).

Dasselbe gilt fir die Verkettung mit der Betragsfunktion: Der Graph von x +— f(|x|) entsteht durch
,Umklappen nach links*, x — |f(x)| durch ,Umklappen nach oben“. Beispiel: Der Graph von
f:R— R, f(x) = —2|(x — 1)? — 3| entsteht aus der Normalparabel y = x durch

m Verschiebung um 1 nach rechts und drei nach unten,
m Umklappen unterhalb der x-Achse nach oben,
m Streckung mit Faktor 2 und Spiegeln an der x-Achse.
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Beispiel 4.16(3) AT

Die Assoziativitat erlaubt, bei ho go f = ho (go f) = (ho g) o f die Klammern wegzulassen, ferner
ist fir f : A — A die mehrfache Verkettung f7 = fo ... o f definiert: Aus f : R — R, f(x) = x? folgt

f(x) = £, 2(x) = 1(f(x)) = £(>*)
X

f = x*,
£B(x) = x°, f1(x) = (fo...of)(x) = x*".

Achtung: sin?(x) bedeutet sin(x)2, nicht sin(sin(x)).

Fir die Identitat ida : A — A, x — x auf Aund jede Funktion f : A — Agilt
(foida)(x) = f(ida(x)) = f(x), (ida o f)(x) = ida(f(x)) = f(x),

also foidg = ida o f = f. Man sagt dazu, id4 ist das neutrale Element bezlglich o und definiert
fO :=ida. Fiir A C B heifB3t (ibrigens id : A — B, x — x die Einbettung von A in B.
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Punktweise Verknilipfungen ﬂ(IT

Definition 4.17

Sei A eine Menge, A € Rund f: A— R, g : A — R Funktionen.
@ Die Funktionen \f: A— R, |f| : A— R,f+g:A— Rund fg : A— R werden punktweise

definiert durch
(AF)(x) = Af(x), 171(x) :== [(x)]
(f + 9)(x) == f(x) + g(x), (fg)(x) := f(x)g(x).

Auf B := {x € A: g(x) # 0} wird auBerdem die Funktion é : B — R definiert durch

f f(x)
(7) (x) = —=.
g 9(x)
Analog kann man auch max{f, g} : A — R und min{f, g} : A — R punktweise definieren:
(max{f, g})(x) := max{f(x), g(x)}, (min{f, g})(x) := min{f(x), g(x)}.
@ Auf Abb(A, R) werden die Relationen f = g, f < g, f < g punktweise definiert durch

f=g&VxeA:f(x)=g(x),
f<ge VxeA:f(x)<g(x),
f<geVxeA:f(x)<g(x).
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Beispiel 4.18(1) A‘(IT

a) Mit den Monomfunktionen p, : R — R, pp(x) = x" hat f : R — R, f(x) = 2x — 1 die Form
f(x) =2x — 1 = 2p;(x) — po(x), also f=2pi — po.
Firg: R — R, g(x) = (x — 1)? gilt
(F+9)(x) = f(x) + g(x) =2x — 1+ (x — 1)? = x2 = pa(x), also f4+g=pe.

Jede Polynomfunktion I&sst sich als Linearkombination der p, schreiben.
Weiter ist |g| = g und fg = 2ps — 5p> + 4p1 — po:

lg1(x) = [g()] = I(x = 1)?| = (x = 1)? = g(x),
(fg)(x) = f(x)g(x) = (2x — 1)(x —1)2 = 2x® — 5x® 4 4x — 1.
Fur x # 1 ist g(x) # 0 und daher é R\ {1} = R, (é) (x) = ﬁ wohldefiniert.

b) Man verwechsle nicht das Produkt f - g mit der Verkettung f o g: Es ist p» - p3 = ps, denn
x? - x3 = x5, aber pp 0 p3 = pg, denn (x%)2 = x°.
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Beispiel 4.18(2) A‘(IT

a)Firf:R - R,f(x) =2x —1und g : R — R, g(x) = 2x + 1 gilt e
Vx eR:f(x)=2x—1<2x+1=g(x),
also f < g; naturlich ist auch f < g. Fir h: R — R, h(x) = 2 — x ist hingegen
£(0) = —1 < 2 = h(0), f(2) =3 > 0= h(2),

also weder f < hnoch h < f. Die Relationen <, < beziehen sich auf die gesamte Definitionsmenge.

b)Firf: R — R, f(x) = x>und g : R — R, g(x) = —x2 gilt offenbar g < f, wegen
f(0) = 0 = g(0) aber nicht g < f.

c) f = g ist die Gleichheit zweier Funktionen, da Definitions- und Wertemenge Ubereinstimmen. Mit
f # g meint man nicht Vx € A : f(x) # g(x), sondern die Negation von f = g:

Ix € A: f(x) # g(x).

Zum Beispiel hat f # 0 mindestens einen Funktionswert f(x) # 0, trotz unendlich vieler Nullstellen
ist sin # 0. Keine Nullstellen fordert man mit der Aussage

Vx € A: f(x) #0.

d) In a) gilt f < h fir die Einschréankungen von f und h auf (—oo, 1), man sagt ,f < hauf (—oo, 1)“.
Genauso gilt f < hauf (—oo, 1], f > hauf (1, o), aber keine Relation auf [0, 2].
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Beispiel 4.18 AT

er Institut o Technologie

@ Die Analysis interessiert, ob sich Eigenschaften auf Verkniipfungen Ubertragen: Fiir a # 0 ist
fa: R — R, fa(x) = sin(ax) periodisch mit (kleinster) Periode %7' aber

fi + £ ist periodisch, fi + f\/é ist nicht periodisch.

ps, ps und p3 + ps sind ungerade, aber p3 - ps = pg ist nicht ungerade, sondern gerade.

iR\ {1} = R,f(x) = -~ und g : R\ {1} = R, g(x) = %5 haben jeweils einen Pol bei
x=1aberf+g:R\ {1} = R,

X 71—)(

(F+9)(x) = ) +9(x) = ~—— + 2 = L= =

ist stetig fortsetzbar.

@ f < gisteine starkere Aussage als f < gund f #£ g; f < g ist eine schwéchere Aussage als
f < gund f = g. < ist reflexiv, antisymmetrisch und transitiv, aber nicht total, also eine
(partielle) Ordnungsrelation auf Abb(A, R); < ist nur transitiv.
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Beispiel 4.18(5) A‘(IT

Mit den punktweisen Verknlpfungen hat Abb(A, R) eine dhnliche Struktur wie R, ein R-Vektorraum:
Es gelten Assoziativ- (f + g) + h = f + (g + h), Kommutativ- fg = gf und Distributivgesetze

(A + p)f = M+ pf, AMf+g) =M+ Ag.

Die Nullfunktion ist das neutrale Element beziglich +,denn f +0 =0+ f = f; pp = 1 istdas
neutrale Element beziglich -,denn f-1 =1.f = fflirjedesf: A— R.

Es gibt auch wesentliche Unterschiede zu R: < zwischen Funktionen ist nicht total, man kann nicht
durch jede Funktion f = 0 dividieren und es gibt noch eine zweite Multiplikation auf Abb(R, R), die
Verkettung: o ist nicht kommutativ, aber assoziativ und distributiv:

(f+g)oh=(foh)+(goh), fo(g+h)=fog+foh.
Der BEWEIS all dieser Aussagen ist schematisch: Fir alle x € A gilt

((T+9) o h) (x) = (1 + g) (h(x)) = (h(x)) + g(h(x)) = (7 o h)(x) + (g © h)(x)
=((foh)+(geoh)(x)

also (f 4+ g) o h = (f o h) + (g o h); genauso beweist man die anderen Aussagen. O
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Beispiel 4.18(6) AT

er Institut o Technologie

Zu f : A — R definieren wir Positivteil f;. : A — R und Negativteil f— : A — R durch

f+(x) := max{f(x), 0}, also fr = max{f,0},
f_(x) == —min{f(x), 0}, also - = — min{f, 0},

wobei 0 auch fiir die Nullfunktion 0 : R — R, x + 0 steht.

Der Positivteil £ nimmt nur den Graphen von f oberhalb der x-Achse, der Negativteil f_ klappt den
Teil unterhalb der x-Achse nach oben. Es gilt f,f— >0, f = f — f_, |f| = f + f— und

F>0ef=f, F<O0& f=—f.
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Injektiv, surjektiv, bijektiv

Definition 4.19

Seien A, B Mengen und f : A — B eine Abbildung.

@ 1 heiBt surjektiv, falls f rechtsvollstandig ist. Aquivalent dazu ist jeweils:
mVyeBixe A:f(x)=y.
u Jedes y € Bhat mindestens ein Urbild, d.h. f="({y}) # 0.
w Jedes y € Bliegtim Bild von f, d.h. f(A) = B.
@ f heiBt injektiv, falls f linkseindeutig ist. Aquivalent dazu ist jeweils:
B VX, X € A:f(x) =1(X)=>x=%
w Fir je zwei verschiedene x, X € Aist auch f(x) # f(X).
m Zujedem y € Bexistiert hochstens ein x € A, sodass f(x) = y.
u Jedes y € B hat hachstens ein Urbild, d.h. f~'({y}) hachstens ein Element.

@ T heiBt bijektiv, falls f injektiv und surjektiv ist. Aquivalent dazu ist jeweils:
w Zujedem y € B existiert genau ein x € A, sodass f(x) = y.
w Jedes y € Bhat genau ein Urbild, d.h. =" ({y}) = {x}.
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Beispiel 4.20(1) AT

fut for Technologie:

a) f: R — R, f(x) = x2 ist nicht surjektiv, da f(x) = —1 unldsbar ist. f ist auch nicht injektiv, da
f(2) = f(—2) = 4.

b) g: R — [0,00), g(x) = x? ist surjektiv: Jedes y > 0 hat die Urbilder x = /y und x = —/y.
Aligemein ist fir f : A — B die Einschrankung f : A — f(A) surjektiv.

c) h:[0,00) = R, h(x) = x? ist injektiv: Fir alle x, X > 0 gilt
h(x)=h(x)=x* =% =|x| = ¥ = x =X
Man sagt dazu auch, f ist ,injektiv auf [0, co)* und ,surjektiv auf [0, co)*.

d) k : [0,00) — [0, 00), k(x) = x? ist injektiv und surjektiv, also bijektiv: Jedes y > 0 hat genau ein
Urbild x = /y > 0.
Allgemein ist firr jede injektive Abbildung f : A — B die Einschrankung f : A — f(A) bijektiv.
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Beispiel 4.20 AT

er Institut o Technologie

@ Fiury e Bistf~'({y}) = {x € A: f(x) = y} die Ldsungsmenge der Gleichung f(x) = y.
Ist flir jedes y € B

u die Gleichung f(x) = y losbar, so ist f surjektiv.
a die Lésung der Gleichung f(x) = y eindeutig, so ist f injektiv.
a die Gleichung f(x) = y eindeutig Idsbar, so ist f bijektiv.

Umgekehrtist f : R — R, f(x) = x3 bijektiv und daher die Gleichung x* = —4 eindeutig l&sbar.
@ Im Koordinatensystem bedeutet Surjektivitat (Rechtsvollstandigkeit), dass fir jedes y € B die

Parallele zur x-Achse durch y den Graphen mindestens einmal schneidet; bei Injektivitat

(Linkseindeutigkeit) schneiden diese Parallelen hdchstens einmal, bei Bijektivitat genau einmal.

Eine bijektive Abbildung f : A — B ist nach Vertauschen von x- und y-Achse wieder eine
Abbildung: Jedem y wird genau ein x zugeordnet. Die Abbildung f(x) — x heiBt die
Umkehrfunktion f~! : B — Avon f; auch f~ ist bijektiv.

Beispiel: Sei a # 0, flr jedes y € R hat dann ax + b = y genau eine Lésung
X = y%ab = 1;y - g € R. Daherist f : R — R, f(x) = ax + b bijektiv mit der Umkehrfunktion
1 b
RS R I (y)=—y— —.
a a

Wegen 1 7 0 ist auch £~ bijektiv mit der Umkehrfunktion (f~1)~" = f.
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Satz 4.21

Satz 4.21

Seien A, BMengen und f : A — B eine Abbildung.
@ Die folgenden Aussagen sind aquivalent:
m fist surjektiv.
= Furalle Mengen Y C Byilt f(f~'(Y)) = Y.
w FiralleMengen Y, ¥ C Bgilt Y C ¥ < f'(Y) C (V).
@ Die folgenden Aussagen sind aquivalent:
f ist injektiv.
Fir alle Mengen X C Agilt X = f’t(f(X)). .
Fir alle Mengen X, X C Agilt X C X & f(X) C f(X).
Fir alle Mengen X, X C Agilt /(X N X) = f(X) N f(X).
m Firalle Mengen X, X C Agilt f(X) \ f(X) = f(X \ X).

Man beachte, dass nach Satz 4.14 die Inklusion ,C* bzw. die Implikation ,=" immer wahr ist.

BEWEIS Man beweist die Aquivalenz der Aussagen jeweils mit einem Ringschluss, siehe Skriptum. (]
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Umkehrfunktion &‘(IT

Definition 4.22
Seien A, B Mengen und f : A — B bijektiv. Dann gilt

Vx € A3ly € B: f(x) = y, da f linksvollstandig und rechtseindeutig ist,
undVy € B3lx € A: f(x) = y, da f rechtsvollstandig und linkseindeutig ist.

Nach der zweiten Zeile ist die Umkehrrelation
= ={(y,x) EBXA:f(x) =y} CBxA

linksvollsténdig und rechtseindeutig, also eine Abbildung f~! : B — A; sie heiBt die Umkehrfunktion
oder Inverse von f. f~' ordnet jedem y € B das eindeutige x € A zu, sodass f(x) = y gilt; dieses zu
y gehérige x wird mit £~ () bezeichnet.

Damit gilt /(f~"(y)) = y fur alle y € Bund genauso f~'(f(x)) = x fir alle x € A, kurz
fof~!'=idg, ~'of=idg.
Die Umkehrrelation von £~
() ={(y) €AxB: () =x} ={(x,y) EAx B: f(x) =y}

ist f, also eine Abbildung; daher ist f~" bijektiv und (=)~ = f.
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Beispiel 4.23(1) AT

fut for Technologie:

a) pn : R — R, pa(x) = x" ist fur ungerade n € N bijektiv, aber fir gerade n nicht injektiv.
Furalle n € Nist p, : [0, 00) — [0, 00) wohldefiniert und bijektiv, daher existieren die
Umkehrfunktionen wy, = p; ' : [0, 00) — [0, oo), die Wurzelfunktionen.

Flr y > 0ist wa(y) die eindeutige Lésung x > 0 der Glelchung x™ =y, also die n-te Wurzel

wa(y) = pn (y) =y = y1n. Auch w,, ist bijektiv mit w, ' = pp, es gilt p, o wy = ido, 00)
= Wp o pp, fir x > 0 also

pg(Wg(X)):(\/)?)z =X, W2(p2(X)):\/X>2:X

pn(x) gibt es auch fir negative Argumente, nicht aber wy(x); zum Beispiel sind po(w2(—4)),
w3(ps(—2)) nicht definiert und

wa(p2(—2)) = /(-2 =2=[-2].

Fur alle (reellen) Exponenten a # 0 ist die Potenzfunktion f5 : (0, 00) — (0, 00), fa(X) = x?@ bijektiv
mit £ = f1; (fz) ist also eine Schar bijektiver Funktionen auf (0, o).
a
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Beispiel 4.23(1) A‘(IT

b) Sei a > 0. Die Exponentialfunktion ga : R — R, ga(x) = a* ist nicht surjektiv, aber
exp, : R = (0,00), exp,(x) = a* ist bijektiv. Daher existiert exp; ' = Iy : (0, 00) — R.

Fir jedes y > 0 ist /z(y) die eindeutige Losung x € R der Gleichung & = y, also der Logarithmus
la(y) = log,(y). Auch I, ist bijektiv mit der Umkehrfunktion /; ' = exp,: Fiir x € R und y > 0 gilt

la(exp4(x)) = log,(a*) = x, expy(la(y)) = d°8a) =y,

Aus der Funktionalgleichung a% = a* + & (x, % € R) folgt mit y = a°ga() = a* das
Logarithmengesetz (y,y > 0)

log,(y - 7) = log,(a* - &) = log(a¥) = x + % = log,(y) + log, (7).
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Beispiel 4.23(1)

der Lange 7 sind bijektiv, zum Beispiel sin

¢)sin : R — Rund cos : R — R sind nicht injektiv, aber geeignete Einschrankungen auf ein Intervall
1 1 H . us
Umkehrfunktionen heiBen Arkusfunktionen

—%, %] —[—1,1und cos : [0, 7] — [-1,1]. Die
arcsin : [—1,1] — [72 g] arccos : [—1,1] — [0, 7]
Genauso verfahrt man fir tan, cot oder sinh, cosh: Die Einschrankungen sinh : R — R und
cosh : [0, 00) — [1, 00) sind bijektiv mit den Umkehrfunktionen
arsinh: R - R arcosh : [1,00) — [0, c0)
- arcsin /
p 7 , E T , s
E p P N /. p
J 1 /
g y ’ /
, . sin
PSAN - — —
’ / s - s
1 /. o 1 — 1z
1 /7 log x
1 it
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Beispiel 4.23(2) AT

fut for Technologie:

Die Relationen f, f~" enthalten dieselben Paare (x, y), (y, x) mit vertauschten Komponenten, also
mit x- bzw. y-Achse als erster Achse. Stellt man beide in einem gemeinsamen Koordinatensystem
dar, so ist fiir beide die x-Achse erste Achse; dazu muss f—' an der ersten Winkelhalbierenden

y = x gespiegelt werden. Im Beispiel ist R={(xy) e R2 : 52 4 (y— ) > 0},
R ={(y,x) €eR?: (x,y) € R} = {(x,y) €R?: (x = 1)* + y* <1,y>0}-

Bei Funktionen werden x und y vertauscht: (f(x), x) = (y, f~'(y)) wird zu (x, f~'(x)).
Zum Beispiel 1&sst sich der Viertelkreis f : [0,1] — [0, 1], f(x) = 1 — v/1 — x? auflésen zu
x = /1 — (y — 1)?, die Umkehrfunktion ist also

-1 [0,1] — [0,1],f*‘(x) =4/1—(x—1)2.
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Beispiel 4.23 (T

fut for Technologie:

@ Istf: R — R streng monoton wachsend, so ist f injektiv:
X#y=x<yodery < x = f(x) < f(y)oder f(y) < f(x) = f(x) # f(y). O

Damitist f : R — f(R) bijektiv und hat eine Umkehrfunktion f~' : f(R) — R; f~' ist ebenfalls
streng monoton wachsend (Ubung). Dasselbe gilt fiir streng monoton fallende Funktionen.
Beispiel: Alle py sind streng monoton wachsend auf [0, co), ebenso die wy; dasselbe gilt fur
Exponentialfunktion und Logarithmus.

@ Istf: A — Bhbijektiv, sogilt fof~" =idgund f~' o f =ida, d.h. f~' : B — Aist sowohl
Rechtsinverse als auch Linksinverse von f. Satz 4.24 zeigt umgekehrt, dass nur die Inverse f~'
beide Eigenschaften hat.

Keine Funktion kann mehrere Rechts- und mehrere Linksinverse besitzen, aber eines davon ist
méglich: f : R — [0, 00), f(x) = x? ist surjektivund g : [0, 00) — R, g(x) = /X eine
Rechtsinverse:

¥x >0 (fog)(x) = Ag(x) = (Vx)* =

Auch h : [0, 00) — R, h(x) = —+/x ist eine Rechtsinverse, daher ist f nicht injektiv und die
Inverse f~ existiert nicht.

Merke: Nur bijektive Funktionen haben eine Umkehrfunktion. Aus einer der Gleichungen
fog =idgoder ho f = ida folgt noch nicht, dass g bzw. h die Umkehrfunktion von f ist.
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Beispiel 4.23 AT

er Institut o Technologie

@ a) Fiir die mehrfache Verkettung von f : A — Aschreibt man f” = fo...ofund fO = idy. Ist f
bijektiv, so schreibt man auch
fFh=f1oflo...of "

Far alle n, m € Ny gilt das Potenzgesetz

me fﬁn = fmin = fﬁnO fm,

insbesondere sind Verkettungen von f und f~' kommutativ.

b) Sei f : A — Bbijektiv. Das Bild von Y C B unter f~!
I ={"y):yeY={xcA:f(x)eY}=fT(Y)CA

ist gerade das Urbild von Y unter f, denn f(x) = y < f~"(y) = x. Genauso sind Bilder von f
die Urbilder von f=1.

® Sei M= {1,...,n} eine endliche Menge mit n € N Elementen. Eine bijektive Abbildung
w1 M — M heiB3t eine Permutation von M. Zum Beispiel fir

m:{1,2,3} = {1,2,3},1—3,2— 2,3+ 1

istmom =idgy 2 g3},also m~1 = 1. Es gibtgenau n! =1 - ... - nverschiedene Permutationen
von M; sie bilden mit der Verkettung die symmetrische Gruppe (S, o).
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Satz 4.24

Satz 4.24

Seien A, BMengen, A # (und f : A — B eine Abbildung.
@ Die Abbildung fist ...
® ...surjektiv genau dann, wenn es eine Abbildung g : B — A gibt mit f o g = idg. (Rechtsinverse)
® ...injektiv genau dann, wenn es eine Abbildung h : B — A gibt mit h o f = ida. (Linksinverse)

w ...bijektiv genau dann, wenn es Abbildungen g : B — Aund h : B — Agibt mit f o g = idg und
ho f = ida. Indiesem Fallistg = h = £~ die Umkehrfunktion von f.

@ Sei C eine weitere Menge und g : B — C eine weitere Abbildung, dannistgo f: A — C.
w Sind f und g surjektiv, so auch g o f.
w Ist g o f surjektiv, so auch g.
w Sind f und g injektiv, so auch g o f.
m Ist g o f injektiv, so auch f.
= Sind f und g bijektiv, so auch g o f. In diesem Fall gilt (go f)~' = =" o g~ ".

Zur Ubung beweise man folgende Erganzung zu (1): f ist surjektiv genau dann, wenn es hdchstens
eine Linksinverse gibt, und injektiv genau dann, wenn es héchstens eine Rechtsinverse gibt; f ist also
bijektiv genau dann, wenn es genau eine Linksinverse oder genau eine Rechtsinverse gibt.

BEWEIS (siehe Skriptum) |
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Bemerkung A“(IT

Mit injektiven, surjektiven und bijektiven Funktionen kann man Uber unendliche Mengen und deren
Machtigkeit sprechen: Eine Menge A heif3t endlich, wenn es eine Zahl n € N und eine

injektive Abbildung f : A — {1,...,n}, bijektive Abbildung f : A — {1,...,n}
surjektive Abbildung f: {1,...,n} = A oder bijektive Abbildung f: {1,...,n} — A

gibt — diese vier Aussagen sind &quivalent. In den Fallen rechts ist A = {ay,...,an} mit #A = n.
Eine nicht endliche Menge hei3t unendlich.

A hei3t abzahlbar, falls es eine
injektive Abbildung f : A — N oder surjektive Abbildung f : N — A gibt.

Gibt es eine bijektive Abbildung f : N — Aoder f: A— N, soist A= {ay, az ...} gleichmachtig zu
N und daher abzahlbar unendlich. Eine nicht abz&hlbare Menge heif3t liberabzéhlbar.

Satz 4.25
Seien k,j € Nund f: {1,...,k} — {1,...,/} eine Abbildung.

@ Ist finjektiv, so gilt k < j. Ist f surjektiv, so gilt k > j. Ist f bijektiv, so gilt kK = j, d.h. die Mengen
{1,...,k}und {1,...,/} sind gleichmachtig.

@ Ist k = j, so gilt: f ist bijektiv <> f ist injektiv <> f ist surjektiv.
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Bemerkung A\‘(IT

Sei A={ai,...,an} eine endliche Menge mit #A = n,dannist pa : {1,...,n} = A i— g
bijektiv. Ist #B = #A, so ist auch @pg o ¢;1 : A — B bijektiv.

Umgekehrt seien A, B endlich und f : A — B eine bijektive Abbildung. Dann ist

wg ofopa:{1,...,#A} — {1,...,#B} bijektiv und aus Satz 4.25 folgt #£A = #B.

Wir haben fir endliche Mengen A, B bewiesen:

#A = #B < Es ex. eine bijektive Abbildung f : A — B.

Wir verwenden diesen Satz nun als Definition fir die Gleichmé&chtigkeit unendlicher Mengen. Es gilt:
n #N = #7.
w #(0,1) = #R.

Zum BEWEIS muss man nur bijektive Funktionen f : Z — N, g : (0,1) — R finden.
Es gibt unterschiedliche unendliche Mé&chtigkeiten:

n #Q = #N. (Erstes Diagonalargument von Cantor)
u #R # #N. (Zweites Diagonalargument von Cantor)

Der BEWEIS wird in Analysis 1 geftihrt. Mengen, die zu N gleichméchtig sind (zum Beispiel Z, Q),
heiBen abzéhlbar unendlich. ,GréBere” Mengen als N (zum Beispiel R) nennt man tiberabzahlbar.

Gleichmachtigkeit ist eine Aquivalenzrelation auch fiir unendliche Mengen, die Aquivalenzklassen
heiBen Kardinalzahlen.
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