AT

Karlsruher Institut fur Technologie

Vorkurs Mathematik

3.2 Lésungsstrategien fir (Un-)Gleichungen

ABTEILUNG FUR DIDAKTIK

KIT - Die iversitat in der Helmholl



http://www.kit.edu

Vorbemerkungen &‘(IT

er Institut o Technologie

m Wir wollen L&sungsmengen verschiedener (Un-)Gleichungen (algebraisch-)rechnerisch
bestimmen. Wir behandeln verschiedene Klassen und Strategien.

m (Un-)Gleichungen sind Aussageformen, die Belegung mit Lésungen ergibt wahre Aussagen.
Wir wollen die gesamte Lésungsmenge £ moglichst einfach darstellen; gelegentlich
interessiert auch nur die Lésbarkeit £ # (), eine einzelne Lésung x € L, alle Lésungen mit
einer bestimmten Eigenschaft N C £ oder allgemeine Eigenschaften aller Lésungen M D L.

m In der Regel ist R die Grundmenge fiir jede Variable; manchmal ist die Gleichung nur fir eine
Teilmenge G C R sinnvoll oder interessant. Beispiel: X‘j = 2 hat die maximale Grundmenge
R\ {1} = (—o0,1) U (1, 0), fur die Gleichung (—2)* = 8 sollte Z als Grundmenge gewahlt
werden. Wenn nicht anders angegeben, wéhlen wir stets die maximale Grundmenge.

m Bei unlésbaren (Un-)Gleichungen ist £ = (), bei Idsbaren Gleichungen kann £ genau eine,
mehrere, endlich viele (L = {xi, ..., xn}), abzdhlbar viele (L = {x, Xz, . . .}) oder auch
iiberabzéhlbar viele (L = [0, 1]) Lésungen enthalten. Beispiel: Fiir x(x2 — 1) = 0 ist
L ={-1,0,1}, fir x(x>* = 1) > 0ist £L = (—1,0) U (1, 00).
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Aquivalenzumformungen \‘(IT

fut for Technologie:

Aquivalenzumformungen dndern die Lésungsmenge nicht; durch zielgerichtete Umformungen kann
man zu einfachen oder schon geldsten Gleichungen kommen. Fehlt in der Umformung

Vx € G: A(x) = B(x) & C(x) = D(x)

eine der Richtungen =- oder <=, so erhalt man nur eine Teil- bzw. Obermenge von L.
Ist f eine injektive Funktion und liegen A(x), B(x) fur alle x € G im Definitionsbereich von f, so ist das
Anwenden von f auf beide Seiten einer Gleichung eine Aquivalenzumformung. Beispiele dafiir sind:
m Die Addition einer beliebigen Zahl.
m Die Multiplikation mit einer Zahl ungleich Null.
m Das Quadrieren, wenn beide Seiten nichtnegativ sind.
m Das Wurzelziehen, wenn beide Seiten nichtnegativ sind.
Fir Ungleichungen muss f sogar streng monoton wachsend sein. Beispiele dafiir sind:
m Die Addition einer beliebigen Zahl.
m Die Multiplikation mit einer positiven Zahl.
m Das Quadrieren, wenn beide Seiten nichtnegativ sind.
m Das Wurzelziehen, wenn beide Seiten nichtnegativ sind.
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Aquivalenzumformungen &‘(IT

er Institut o Technologie

Auch Umformungen, die keine Aquivalenzumformungen sind, kénnen zum Ziel fiihren: In der
Grundmenge [—2, co) ist das Quadrieren

Vx+2=x=x+2=x>

erlaubt, aber keine Aquivalenzumformung. Die Lésungsmenge der rechten Gleichung {—1, 2} ist
eine Obermenge von L, wir schlieBen die Scheinlésungen mit einer Probe wieder aus: Nur x = 2 ist
eine Losung; damit ist £ = {2} bewiesen.

Entsprechend erhélt man bei der Umformung
X(x—1)(x+2)=0<=x—-1=0

nur die Teilmenge {1} von £ = {—2,0, 1}. Solche Umformungen sind sinnvoll, wenn man
Informationen tiber £ hat: Die kubische Gleichung x® — 2x? = 3x hat héchstens drei Lésungen;
findet man (etwa durch Einsetzen) die Losungen 0, —1, 3, soist £ = {—1, 0, 3} bewiesen.

Merkhilfe: Durch das Lésen mit notwendigen Bedingungen ,=" kommen L&sungen hinzu. Durch das
Lésen mit hinreichenden Bedingungen ,<" gehen L&sungen verloren.
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Beispiel 3.11 (Polynome) QAT
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@ Lineare Gleichungen sind von der Form ax = b. Die Grundmenge ist R, £ enthalt entweder
genau ein Element, ist ) oder R. Lineare Ungleichungen funktionieren genauso:

—3(x—2)<x—6< -3x+6<x—612<4x & 3 < x,
aso L ={x€eR:-3(x—2)<x—6} ={x € R:3 < x} = [3,00). Sonderfalle:

Xx—2<x—6& —2< —6, also L =0,
XxX—2<x+6& —2<6, also L=R.

@ Gleichungen mit x2, }, VX, €, log x etc. heiBen nichtlinear und sind viel schwieriger als lineare
Gleichungen. Fiir quadratische Gleichungen wie 2x> — 10 = 8x gibt es viele bekannte
Lésungsverfahren: Losungsformeln, quadratische Ergénzung, Satz von Vieta etc.

Die Ldsungsmenge £ = {—1,5} enthalt genau die Nullstellen des Polynoms
f(x) = 2x? — 8x — 10, damit hat man die Linearfaktorisierung

2x% — 8x — 10 = 2(x + 1)(x — 5).
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Beispiel 3.11(2) (Polynome) AT

er Institut o Technologie

Aus dieser Darstellung kann man das Vorzeichen von f zwischen den Nullstellen bestimmen und
quadratische Ungleichungen l6sen:

Firx < —t1istx+1<0undx —5<0, also2(x+1)(x —5) > 0,
Fir —1 <x <5istx+1>0undx—5 <0, also2(x+1)(x —5) <0,
Fir5 < xistx+1>0undx —5 >0, also 2(x + 1)(x — 5) > 0.

Damit hat 2x2 — 10 < 8x die Lésungsmenge £ = [—1,5] und fir 2x*> — 10 > 8x ist
L = (—00,—1) U (5,00).

Diese allgemeine Strategie kann man variieren: Fur
X—2x4+2<0& (x—1)>2< -1

ist offenbar £ = (). Die Lésungsmenge von x> — 2 < 2x + 1 ist der Bereich, wo die Parabel x2 — 2
echt unterhalb der Geraden 2x + 1 liegt, also £ = (—1, 3).
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Beispiel 3.11(3) (Polynome) AT
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Allgemeine Polynomgleichungen sind von der Form
anx"+ a1 X" T+ .+ ax’+ax+a =0.

ao, - - -, an € R heiBen die Koeffizienten und (falls a, # 0) n der Grad des Polynoms

anx" + ...+ ap. Zur Losung der Gleichung muss man die Nullstellen des Polynoms bestimmen, zur
Lésung von Ungleichungen auch die Vorzeichen dazwischen. Die Bestimmung von Nullstellen ist ein
schwieriges algebraisches Problem, in der Praxis helfen Lésungsformeln, Naherungsverfahren,
notwendige Kriterien oder Raten plus Polynomdivision. Beispiel:

x® 4+ 5x5 +6x* — 4x® — 8x% = x®(x* +5x3 + 6x% — 4x — 8).
Im Restpolynom erraten wir die Nullstelle x = 1, mit einer Polynomdivision ergibt sich
x® 4 5x5 +6x* —4x® —8x® = x®(x — 1)(x® + 6x% + 12x + 8) = x®(x — 1)(x + 2)°.
Man berechnet die Vorzeichen

> 0firx < —2, <0ofir —2<x<0,
<0furo < x <1, >0firt1 < x.

Damit hat die Ungleichung x8 + 5x5 + 6x* < 4x° + 8x2 die Lésungsmenge £ = [—2, 1].
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Beispiel 3.12 (Betrag)

Mit einer Abstandsvorstellung an der Zahlengraden:

® [3x +6| < 14 [x+2| < § hatdie Lésungsmenge £ = (—Z, —2).

m Fir|x —7| = |x+ 2|+ 1ist L = {2}. vt
® |x — 1| 4 |x + 3| < 4 effilllen gerade die Zahlen £ = [—3, 1].
Firr alle x, y € R gilt x¥*> < y? < |x| < |y|, daher kann Quadrieren erfolgreich sein:
H—2x|>x—1e(1-2x)2>(x-1)>%<x(8x—2) >0,
also £ = (—00,0] U [£, 00). Umgekehrt
20+x2<12x = (6-x)2 <16 |6—x| <4

und daher £ = [2,10].
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Beispiel 3.12 (Betrag) QAT
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Eine allgemeine Strategie ist, alle Betrage durch Fallunterscheidungen aufzulésen: In der
Ungleichung |2x — 3| < x — 1 unterscheiden wir nach dem Vorzeichen des Terms 2x — 3:

Fall1:x > —.Dannist|2x —3| < x —1 & 2x—3<x—1&x <2

DN

4
FaII2:X<5.Dannist|2x—3|<x—1@3—2x<x—1<;>§<x.

Damit ist £ = ( g,oo) ﬂ(—oo,2)> u ((—007 %) ﬁ(%a°°)> = [272) U (%7 %) = (%72)'

In der Ungleichung ||x + 1| — |x + 3|| < 1 unterscheiden wir die drei Falle —1 < x, —3 < x < —1,
x < —3. Der erste und letzte Fall tragen nichts zur Ldsungsmenge bei. Im zweiten Fall berechnen wir

;
41 = x+8l < T [ —x— 1= (x+8) < T [2x+4] <1 |x+2] < 2.

Damitist £ = (—2,—2).
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Beispiel 3.13 (Wurzeln) QAT
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V/x ist nur fir x > 0 definiert, daher ist die Grundmenge oft nicht ganz R:
Vx+2—+/[x =1 = 1 > 2 hat die maximale Grundmenge [—2, 0] U [2, c0).

Quadrieren ist nur dann eine Aquivalenzumformung, wenn beide Seiten nichtnegativ sind; andernfalls
entstehen bei Gleichungen Scheinldsungen, bei Ungleichungen ein Fehler! x2 > 0, |x| > 0,+/x > 0,
eine kleinere Grundmenge oder Fallunterscheidungen kénnen das Quadrieren rechtfertigen.

B VXxF1>V2-1ex+1>x -1 x2-—x—-2<0& (x—2)(x+1) <0, mit der
Grundmenge {—1} U [1,00) also £ = [1, 2).

m V2x2 — 2 + x = 0 kann nur fiir x < 0 gelten, wir kénnen also die Grundmenge von
(—o0, —1] U [1, 00) auf (—oo, —1] verkleinern. Dort ist

Vot —24x=08V2x2—2=-xo2*-2=x* o x*=2

und daher £ = {—+/2}.
a Fir v/x — 14 x? < 0ist offenbar £ = 0.
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Beispiel 3.13 (Wurzeln) QAT

Auf der Grundmenge [—1, co) ist
X+1=5-x=x+1=(5-x2x2—11x+24=04 (x—3)(x —8) =0.

Aus der Obermenge {3,8} O L ist nur x = 3 eine Lésung, also £ = {3}.

In der analogen Ungleichung v/x + 1 < 5 — x dlrfen wir nicht quadrieren. Wir unterscheiden die
Félle —1 < x < 5,5 < x, im ersten Fall ist dann

VXF1<5—xex+1<(6-x)2 <0< (x—3)(x—8),

der zweite Fall tragt nichts zu £ bei. Damit ist

L= ((—00,3] U [s,oo)) n[-1,5 = ((—oo,s] n [—1,5]) U ([8,00) n [—1,5]) =[-1,3].
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Beispiel 3.13 (Wurzeln) QAT

Gelegentlich muss man mehrfach quadrieren: Auf der Grundmenge [0, co) ist
VX VXFB3=Vx+8& x+2/x(x+3) +x+3=x+82/x(x+3)=5—x.
Das zweite Quadrieren ist keine Aquvialenzumformung mehr:
2v/x(x +3) =5 — x = 4x(x + 3) = (5 — x)?

25
(:)3x2+22x—25:o<:>3(x—1)(X—i—?) =0.

723—5 liegt nicht [0, co) und 1 ist tatsachlich Ldsung von 24/x(x + 3) = 5 — x; damitist £ = {1}.
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Beispiel 3.13 (Wurzeln) QAT
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Wie bei biquadratischen Gleichungen (x* 4 3x? + 1 = 0) kann Substitution erfolgreich sein: Mit

t=+/x+3ist
VX+32x+1etz2f-2a02(t-2)(t+1)ate[-1,2]

Bei der Riicksubstitution t = v/x + 3 muss t > 0 gelten, fir t € [0,2] ist x = 2 — 3 € [—3, 1]. Mit
der Grundmenge [—3, co) folgt daraus £ = [—3, 1].

Analog ergeben sich bei einer Substitution t = x? aus jeder Lésung t > 0 zwei Ldsungen |x| = Vi
In der folgenden Gleichung substituieren wir t = &/x + 3:
VXF3+Vx+3=2a+t=2c(t+2)(t—1)=0.

Bei der Riicksubstitution ergibt sich nur fiir t = 1 eine Lésung, ndmlich x = —2. Diese liegt in der
Grundmenge [—3, o), daher ist £L = {—2}.
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Beispiel 3.13 (Wurzeln) QAT
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Bei allgemeinen Wurzeln hilft gelegentlich gemeinsames Potenzieren:
VXF1=VIx+1e (x+1)P =7x+1x* +3°% —4x =0 x(x — 1)(x + 4) = 0,

in der Grundmenge [—1, o) ist daher £ = {0, 1}. Man beachte die Rechenregeln

Vx2 = |x]|, Vx3 = |x|Vx, Vx* = X2, Vx5 =x3x,...
\/)(2:‘)(‘7 \3/)(3:X7 V4X4:|X‘, \/SXSZX,..‘

Fir alle Basen x, y > 0 und Exponenten a > 0 gilt
x<y e x*<ys

daher sind Potenzieren (a = 2, 3, .. .) und Wurzelziehen (a = 15, %, ...) Aquivalenzumformungen,
wenn beide Seiten nichtnegativ sind.
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Beispiel 3.14 (Briiche) AT

1; ist nur fir x # 0 definiert, daher ist auch hier die Grundmenge oft nicht ganz R: )(171 =
hat die maximale Grundmenge R \ {1,2,3} = (—o0,1) U (1,2) U (2,3) U (3, 00).

1
x2 —5x+6

Durch Multiplikation mit dem Hauptnenner werden alle Nenner zugleich beseitigt:

X+2  5x+2

= o (x+2)6x+9)=Bx+2)(2x+3) = 4x> —2x — 12 =0
2x+3  6x+9 ( ) )=( N )

Hier liegt 7% nicht in der Grundmenge, daher ist £ = {2}.
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Beispiel 3.14 (Briiche) AT

er Institut o Technologie

Bei Bruchungleichungen muss sorgféltig das Vorzeichen des Hauptnenners beachtet werden, meist
sind Fallunterscheidungen nétig: In der Grundmenge R \ {—1, 2} der Ungleichung

1 N 11
x—2 2x+2 2x—4

unterscheidet man die Falle x < —1, —1 < x < 2,2 < x, sodass der Hauptnenner
(x — 2)(2x + 2)(2x — 4) negatives/ positives/ positives Vorzeichen besitzt.
Hier ist es geschickter, zuerst zusammenzufassen:

L RS BNV I SRS . Sl BN
x—2 2x4+2 2x—4  2(x—2) 2(x+1) 2(x —2)(x +1)

Im Fall x < —1 oder 2 < x ist (x — 2)(x + 1) positiv und daher

2x —1
2(x —2)(x+ 1)

)

=

<0&2x—-1<0& x<

im Fall —1 < x < 2 erhalt man dasselbe mit > statt <. Damit ist

L= (((—o0, —1) U (2,00)) N (—o0, %]) u(((—1,2)n [%,oo)) = (—o0,—1)U [%,2).
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Beispiel 3.14 (Briiche) AT
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Auch negative Exponenten stellt man als Briiche dar, denn das Potenzieren mit negativen
Exponenten erhélt Ungleichungen nicht: Es gilt —2 < 1 < 3, aber

1
2

1
< 1 ist richtig, 1< 5 ist falsch.
Beispiel: Die Ungleichung x + x~" > 4 hat die Grundmenge R \ {0}, fiir positive x gilt
1
X+x "4 x+-240x2+124x 6 (x—2—-V3)(x—2+V3) >0,
X

fur negative x dasselbe mit < statt >. Die Lésungsmenge ist daher
£=((~00,0)N[2 = V3,2+v3]) U ((0,50) N ((~00,2 = V3] U2 + V3, x)) )
=(0,2—V3JU[2+ V3, ).
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Beispiel 3.14 (Briiche) AT
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Betrage, Wurzeln und Briiche kénnen zugleich auftreten:

Die Ungleichung |2XX112| > 1 hat die Grundmenge R \ {—1}, wir unterscheiden die drei Félle

x < —1,—1 < x < 1,1 < x und erhalten jeweils

1—x<2x+2, 1—x2>22x+2, x—1>2x+2.

Daraus ergibt sich die Lésungsmenge
1 1
L= ((700,71) N [75,00)> U ((71,1) ﬂ(foo,f§]> U (11, 00) N (~o00, 3]

;
=(-1,—3]
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Beispiel 3.15 (Komplexes) AT
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Jede Gleichung lasst sich in der Form f(x) = 0 schreiben; aus einer Kurvendiskussion von f kann
man Nullstellen, die Vorzeichen dazwischen und damit £ bestimmen. Geht das nicht algebraisch
(e¥ 4+ x = 0), kann man numerische Methoden wie das Newton-Verfahren verwenden.
Einige Spezialfalle lassen sich auch exakt I6sen: Fir

3.2¢ 15=0, X < 1, sin(x +1) =2
ist jeweils £ = 0.
Substitution ist eine wichtige Strategie: Mit y = 2* erhalt man

2 | 1024 = 226 o 4 1 010 — 062 ()2 25)2 — g

Ausy2 =25 & |y| = 23 ergibt sich nur fir y = 23 eine Losung, nédmlich £ = {2}-
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Beispiel 3.15 (Komplexes) AT
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log x ist nur flr x > 0 definiert, daher verkleinern Logarithmen die Grundmenge:
log,(3x — 1) + log,(x + 5) < 6 hat die Grundmenge (3, 00).
Fur alle Basen a > 1 und Exponenten x, y € R gilt

x<yea <,

daher ist die Anwendung von Exponentialfunktionen und Logarithmen zu Basen a > 1 eine
Aquivalenzumformung:

logy(3x — 1) + logy(x +5) < 6 < (3x — 1)(x +5) < 28

2 _ _ 23
& 3x“+14x —69 <0< 3(x —3) x+3 <0,

also £ = (15, 3). Fur Basen 0 < a < 1 gilt hingegen x < y < a* > &; das ist ein haufiger Fehler
beim Logarithmieren: 1\
(*) >8< x < logi(8) = —4,
2 2
also £ = (—oo, —4]. Es ist daher empfehlenswert, nur den (natdrlichen) Logarithmus log zu
verwenden und dabei log x < 0 fiir 0 < x < 1 zu beachten:

1\ 1 logg o838
— >8& xlog| =) >2log8 < x < 7 :71274
2 2 Iog(ﬁ) Iog%(ﬁ)
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Beispiel 3.16 (Systeme) A‘(IT
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Die Lésungsmenge eines Gleichungssystems ist die Schnittmenge der einzelnen Lésungsmengen.
Auch hier kbnnen mehrere Variable zugleich auftreten.

Sind alle Gleichungen des Systems linear, so heif3t es ein lineares Gleichungssystem (LGS). In der
Linearen Algebra werden LGS ausfiihrlich untersucht und die bekannten Einsetzungs- und
Additionsverfahren zum GauB-Algorithmus verallgemeinert.

Fur ein LGS mit zwei Variablen und zwei Gleichungen kann man L als Schnittmenge zweier Geraden
in der Ebene R? interpretieren, fiir ein entsprechendes System linearer Ungleichungen als
Schnittmenge zweier Halbebenen. Analoges gilt fiir drei Variablen im Raum R3; der Schnitt einiger
Halbrdume (x + 2y — 3z > 0) kann zum Beispiel einen Polyeder beschreiben.

5

4

3

2 S~
3x—3y>9 y<x-—3 1 T
2x + 6y > 12 y>2-1x ]

—1

—2

-3
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Beispiel 3.16 (Systeme) \‘(IT

fut for Technologie:

Far nichtlineare Systeme gibt es keine allgemeinen Strategien. Eine Ungleichungskette ist einfach ein
Ungleichungssystem: Zum Beispiel ist x + 1 < 2|x| < x + 2 dasselbe wie

x+1<2)x|,
2lx| < x+2.

Hier erhalt man mit einer Fallunterscheidung
Fall1:x > 0.Dannx+1 <2x| < x+2& x+1<2x<x+21<x<2
1 2
Fall2:x<0.Dannx+1<2|x|<x+2<:>x+1<f2x<x+2©77>x>f§.

Esistalso £ = [-2,—-1]uU[1,2].

Die Lésungsmengen nichtlinearer Systeme mit zwei Variablen sind ganz verschiedene Teilmengen
des R?, siehe nachste Folie.
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