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Ungleichheitszeichen

Definition 3.1

Alle reellen Zahlen lassen sich ihrer Größe nach vergleichen. Man nutzt die Ungleichheitszeichen

a ⩽ b : a ist kleiner oder gleich b.

a ⩾ b : a ist größer oder gleich b.

a < b : a ist (echt) kleiner b.

a > b : a ist (echt) größer b.
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Ungleichheitszeichen

Definition 3.1

Aussagen und Aussageformen mit dem Gleichheitszeichen = sind Gleichungen, mit den Ungleich-
heitszeichen Ungleichungen. Beide sind ähnlich, aber nicht gleich, denn die grundlegenden Eigen-
schaften unterscheiden sich: Für alle a, b, c ∈ R gilt

a = b ⇒ b = a. (Symmetrie) a ⩽ b und b ⩽ a ⇒ a = b. (Antisymmetrie)

a = b und b = c ⇒ a = c. a ⩽ b und b ⩽ c ⇒ a ⩽ c. (Transitivität)

Stets ist a = a. Stets ist a ⩽ a. (Reflexivität)

Stets ist a ⩽ b oder b ⩽ a. (Totalität)

a = b ⇒ a + c = b + c. a ⩽ b ⇒ a + c ⩽ b + c. (Verträglichkeit mit +)

a = b ⇒ ac = bc. a ⩽ b und 0 ⩽ c ⇒ ac ⩽ bc. (Verträglichkeit mit ·)

Aus den Eigenschaften links lassen sich alle Regeln für Gleichungen herleiten, aus den Eigenschaften
rechts alle weiteren Regeln für Ungleichungen. Diese Anordnungsaxiome sind (unbewiesener) Aus-
gangspunkt der weiteren Argumentation.
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Beispiel 3.2

1 Auf der Zahlengeraden bedeutet a ⩽ b, dass a links von b liegt. Dabei ist a = b möglich, dies
wird mit a < b ausgeschlossen. Auch die Anordnungsaxiome lassen sich an der Zahlengeraden
interpretieren; diese Anschauung ist aber keine deduktive Argumentation.
Zahlen a > 0 (echt) rechts der Null heißen positiv, Zahlen a < 0 (echt) links der Null negativ.
Die Negation dessen sind nichtpositive a ⩽ 0 bzw. nichtnegative a ⩾ 0 Zahlen. Beachte: Alle
negativen Zahlen sind kleiner als alle positiven Zahlen, zum Beispiel ist −2 < 1 und −2 < − 1

2 .
2 ⩽ ist eine Kombination von < und =, denn a ⩽ b bedeutet „a < b oder a = b“, a ⩽ b ist also

eine schwächere Bedingung als a < b und als a = b. Umgekehrt: a < b bedeutet „a ⩽ b und
a ̸= b“, ist also eine stärkere Bedingung als a ⩽ b und als a ̸= b.

⩽ ⇐ = ⇒ ⩾
⇑ ⇑
< ⇒ ̸= ⇐ >

Die Negation von a ⩽ b ist a > b, die Negation von a ⩾ b entsprechend a < b. Wir haben
gezeigt, dass ∀x, y ⩾ 0 : x ⩽ y ⇔ x2 ⩽ y2, durch Kontraposition folgt daraus

∀x, y ⩾ 0 : x < y ⇔ x2 < y2.
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Beispiel 3.2

Aus 1 < 2 folgt 1 ⩽ 2.

1 > −1 ist eine stärkere Aussage als 1 ⩾ −1.

Die Aussage −1 > 0 ist falsch, daher ist −1 ⩽ 0 richtig.

Aus −3 ⩽ 3 und −3 ̸= 3 folgt −3 < 3.

Es gilt 5 = 5 und daher sowohl 5 ⩽ 5 als auch 5 ⩾ 5.

Die Aussage −1 ⩽ −2 ist falsch, denn es gilt weder −1 < −2 noch −1 = −2.

Die Aussage 1 < 1 ist falsch, aber die Aussage 1 ⩽ 1 ist richtig.

Aus 0 ⩽ 2 und 0 < 2 folgt 0 < 2.

Die Aussage 0 ⩽ 0 ist richtig, denn 0 = 0.

Aus 0 < 4 folgt 0 ̸= 4.

Die Aussage 7 ⩽ 5 ist falsch, daher ist 7 > 5 richtig.

Aus −6 ⩽ −6 und −6 ⩾ −6 folgt −6 = −6.
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Beispiel 3.2
3 Mit der Transitivität kann man Gleichheitszeichen aneinanderhängen:

2 −
√

2
√

2 + 1
=

(2 −
√

2)(
√

2 − 1)

(
√

2 + 1)(
√

2 − 1)
=

3
√

2 − 2 − 2

2 − 1
= 3

√
2 − 4,

mit der Symmetrie von = kann man diese Gleichung auch von rechts nach links lesen.
Genauso kann man Ungleichungen aneinanderhängen: Es ist

3
√

2 − 4 ⩾ 3 ·
7

5
− 4 =

1

5
⩾ 0,

also 3
√

2 − 4 ⩾ 0. Gleichungen können mit Ungleichungen kombiniert werden:

2 −
√

2
√

2 + 1
= 3

√
2 − 4 ⩽ 3 · 2 − 4 = 2.

4 Aufgrund der Antisymmetrie von ⩽ können die Seiten einer Ungleichung nur dann vertauscht
werden, wenn eigentlich eine Gleichung vorliegt; = ist ein ungerichtetes und ⩽ ein gerichtetes
Symbol. So kann man die Gleichheit a = b in zwei Ungleichungen zerlegen:

a ⩽ b, b ⩽ a.

5 Auch an der Verträglichkeit mit · erkennt man, dass ⩽ gerichtet ist: Ungleichungen dürfen nur
mit nichtnegativen Zahlen c ⩾ 0 multipliziert werden:

1 ⩽ 2 ist wahr, −1 ⩽ −2 ist falsch.
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Beispiel 3.2

5 Wegen der Totalität lassen sich reelle Zahlen immer vergleichen (bei ⊆ ist das anders). Man
kann daher a ⩽ b beweisen, indem man b ⩽ a zum Widerspruch führt.
Beispiel: Für eine Zahl a ⩾ 0 gelte

∀ε > 0 : a ⩽ ε.

Behauptung: Dann ist a = 0.
BEWEIS Angenommen, es wäre a > 0. Dann gilt a

2 > 0 und 2a > a, also a > a
2 . Setzt man

ε = a
2 in der Voraussetzung, so erhält man a ⩽ a

2 . Widerspruch! Also ist a ⩽ 0 (Totalität), mit
a ⩾ 0 folgt daraus a = 0 (Antisymmetrie). □

6 Die sechs Anordnungsaxiome gelten sinngemäß für ⩾ statt ⩽, bei der Verträglichkeit muss
weiterhin c ⩾ 0 gelten. Für < und > sind Antisymmetrie, Reflexivität und Totalität verletzt; die
übrigen Eigenschaften beweisen wir jetzt.
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Satz 3.3

Satz 3.3

Seien a, b, c ∈ R. Es gelten die folgenden Rechenregeln:
1 Stets ist entweder a < b oder a = b oder a > b. (Totalität)
2 a < b und b ⩽ c ⇒ a < c. Analog a ⩽ b und b < c ⇒ a < c. (Transitivität)
3 a < b ⇒ a + c < b + c. Entsprechend a < b und 0 < c ⇒ ac < bc. (Verträglichkeit)
4 a ⩽ b und c ⩽ 0 ⇒ ac ⩾ bc. Analog a < b und c < 0 ⇒ ac > bc.
5 0 < a ⩽ b ⇒ 0 < 1

b ⩽ 1
a . Analog a ⩽ b < 0 ⇒ 1

b ⩽ 1
a < 0.

6 Sind a, b ⩾ 0, so gilt a ⩽ b ⇔ a2 ⩽ b2 ⇔
√

a ⩽
√

b.

Merkregel für (4) und (5): Beim Multiplizieren mit einer negativen Zahl oder beim Bilden des Kehrwertes
dreht sich das Ungleichheitszeichen um.

Der BEWEIS ist ein Beispiel für deduktives Schließen: Unsere Intuition der Zahlen ist kein gültiges
Argument, wir verwenden nur die Anordnungsaxiome und daraus hergeleitete Aussagen.
(siehe Skriptum) □
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Beispiel 3.4

1 In einer Ungleichungskette genügt ein einziges < oder >, um die Gleichheit auszuschließen:

3
√

2 − 4 ⩾ 3 ·
7

5
− 4 =

1

5
> 0,

also 3
√

2 − 4 > 0. Häufig will man einen Term mit ⩽ nach oben oder mit ⩾ nach unten
abschätzen. Als Beispiel wollen wir die Abschätzung 4

√
3 − 7 < 0 beweisen: Aus

√
3 ⩽ 2 folgt

4
√

3 − 7 ⩽ 4 · 2 − 7 = −1.

Hoppla, die Abschätzung ist nicht scharf genug! Wir können nicht zurück, sondern müssen von
vorne beginnen: Aus (4

√
3)2 = 48 < 49 = 72 folgt

√
3 < 7

4 und daher

4
√

3 − 7 < 4 ·
7

4
− 7 = 0. □

3 Die Kombination verschieden gerichteter Ungleichungen führt nicht zum Erfolg: a ⩽ 1 ⩾ b ist
sowohl für −1 ⩽ 1 ⩾ 0 als auch für 0 ⩽ 1 ⩾ −1 erfüllt.
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Beispiel 3.4(2)

Wegen der Verträglichkeit können wir Gleichungen und Ungleichungen ineinander einzusetzen; dabei
sind negative Zahlen, Brüche und Quadrate eine häufige Fehlerquelle. Zum Beispiel gelte a ⩽ b und
c ⩽ d , ist dann a

d ⩽ b
c korrekt?

2

7
⩽

3

6
,

−2

7
⩽

3

6
,

−3

7
⩽

−2

6
,

2

7
⩾

3

−6
,

−2

7
⩾

3

−6
,

−3

7
⩽

−2

−6
,

2

−6
⩾

3

−7
,

−2

−6
⩾

3

−7
,

−3

−6
⩾

−2

−7
.

Weitere Beispiele:

Aus 6 ⩾ 4 folgt −
6

7
⩽ −

4

7
, es gilt − 2 ⩽ 1, aber (−2)2 ⩾ 12,

aus
1

2
⩽ 3 folgt 2 ⩾

1

3
, aus −

1

2
⩽ 3 folgt − 2 ⩽

1

3
.

Daher sollte man Abschätzungen sorgfältig von innen nach außen aufbauen: Um x ⩽ −1 im Term
1

1−x zu verwenden, denkt man

x ⩽ −1 ⇒ −x ⩾ 1 ⇒ 1 − x ⩾ 2 ⇒
1

1 − x
⩽

1

2
.
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Satz 3.5

Satz 3.5

Seien a, b, c, d ∈ R. Es gelten die folgenden elementaren Ungleichungen:
1 Ist a < b, so liegt dazwischen das arithmetische Mittel a < a+b

2 < b.

2 Stets ist a2 ⩾ 0. Dabei ist a2 = 0 ⇔ a = 0.
3 Stets ist 2ab ⩽ a2 + b2 und daher 4ab ⩽ (a + b)2 ⩽ 2(a2 + b2).
4 Es gilt die Cauchy-Schwarz-Ungleichung (ab + cd)2 ⩽ (a2 + c2)(b2 + d2). Allgemeiner gilt

für Zahlen a1, . . . , an, b1, . . . bn ∈ R:

(a1b1 + . . .+ anbn)
2 ⩽ (a2

1 + . . .+ a2
n)(b

2
1 + . . .+ b2

n).

BEWEIS (siehe Skriptum) □
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Beispiel 3.6

1 Nach (1) liegt zwischen zwei reellen Zahlen stets eine weitere, zwischen zwei rationalen sogar
eine rationale. Tatsächlich liegt Q dicht in R, d.h.

∀a, b ∈ R : (a < b ⇒ ∃r ∈ Q : a < r < b) .

2 Mit (2) argumentiert man häufig so: Gilt für gewisse Zahlen a2 + b2 = 0, so folgt a = b = 0.
3 Mit (3) können Produkte durch Summen abgeschätzt werden: (7 · 81 = 567)

7 · 81 ⩽
1

2

(
72 + 812) = 3305, 7 · 81 ⩽

1

4
(7 + 81)2 = 1936.

Die Cauchy-Schwarz-Ungleichung kann man auch geometrisch verstehen: ab + cd ist das
Skalarprodukt x⃗ · y⃗ zweier Vektoren x⃗ =

(a
c

)
und y⃗ =

(b
d

)
. Rechts stehen die Längen

∥x⃗∥ =
√

a2 + c2 und ∥y⃗∥ =
√

b2 + d2, damit lautet die Cauchy-Schwarz-Ungleichung

|⃗x · y⃗ | ⩽ ∥x⃗∥ · ∥y⃗∥.

Das bedeutet für den Cosinus des Winkels zwischen x⃗ und y⃗ gerade

|cos(∢(⃗x, y⃗))| =
|⃗x · y⃗ |

∥x⃗∥ · ∥y⃗∥
⩽ 1.

Hier gilt Gleichheit genau dann, wenn x⃗ und y⃗ linear abhängig sind.
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Betrag

Definition 3.7

Sei a ∈ R. Der Betrag von a ist

|a| :=
{

a, falls a ⩾ 0,

−a, falls a < 0.

Beachte, dass −a im zweiten Fall positiv ist. Mit der Vorzeichenfunktion Signum

sign(a) :=


1, falls a > 0,

0, falls a = 0,

−1, falls a < 0,

gilt |a| = a · sign(a).
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Beispiel 3.8

1 |2| = 2, |0| = 0, | − 1| = −(−1) = 1, | − 1
2 | =

1
2 . Weiter gilt

sign(π) = 1, sign(0) = 0, sign(−2) = −1

und | − 2| = −2 · sign(−2) = −2 · (−1) = 2. Stets ist |a| ⩾ 0, daraus folgt ||a|| = |a|. Es ist
| − a| = |a|, denn a,−a unterscheiden sich nur um ein Vorzeichen, kurz |a| = ±a. Der Betrag
erhält Ungleichungen nicht : Aus a ⩽ b kann |a| ⩽ |b|, aber auch |a| ⩾ |b| folgen.

2 Auf der Zahlengeraden ist rechts der Null |a| = a, Zahlen a < 0 links der Null werden zu
|a| = −a gespiegelt; daher gilt a ⩽ |a| und −a ⩽ |a|. |a| ist der Abstand von a zum Ursprung,
|a − b| der Abstand von a und b; natürlich ist |a − b| = | − (b − a)| = |b − a|. Beispiel:

|3 − 1| = |2| = 2, | − 3 − (−1)| = |1 − 3| = | − 2| = 2

ist sowohl der Abstand der Zahlen 3 und 1 als auch der Zahlen −3 und −1;

| − 3 − 1| = | − 4| = 4, |3 − (−1)| = |4| = 4

ist sowohl der Abstand der Zahlen −3 und 1 als auch der Zahlen 3 und −1.
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Beispiel 3.8

3 Mit dieser Anschauung lassen sich einige Betragsgleichungen einfach lösen: |x| = 2 hat die
Lösungsmenge L = {−2, 2}. Die Lösungen von

|x − 3| = 2, |x − 3| = −2

haben Abstand 2 bzw. −2 von der Zahl 3; im ersten Fall ist also L = {1, 5}, im zweiten L = ∅.
Die Gleichung |x − 1| = |x + 3| wird nur von x = (1 − 3)/2 = −1 gelöst.

4 Betrag, Wurzel und Quadrate hängen zusammen: Sei a ⩾ 0.
√

a ist (nach Definition) die
nichtnegative Lösung der Gleichung x2 = a, es gilt also

√
a2

= a.
Nun sei a ∈ R beliebig. Die Lösungen der Gleichung x2 = a2 sind a,−a.

√
a2 ist die positive

dieser beiden Zahlen, also
√

a2 = |a|. Insbesondere gilt |a|2 = a2 = |a2|.
Daraus kann man etwas über Äquivalenzumformungen lernen: Wenn das Wurzelziehen erlaubt
ist, ist es eine Äquivalenzumformung. Das Quadrieren ist immer erlaubt, aber nur dann eine
Äquivalenzumformung, wenn beide Seiten nichtnegativ sind. Beispiel:

|x − 1| = |x + 3| ⇔ |x − 1|2 = |x + 3|2 ⇔ x2 − 2x + 1 = x2 + 6x + 9 ⇔ x = −1.
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Beispiel 3.8(5)

Wir definieren Maximum und Minimum zweier Zahlen a, b ∈ R:

max{a, b} :=

{
a, falls a ⩾ b,

b, falls b ⩾ a,
min{a, b} :=

{
a, falls a ⩽ b,

b, falls b ⩽ a.

Offensichtlich ist immer min{a, b} ⩽ a, b ⩽ max{a, b}. Beispiel:

max{1, 2, 3
√

2, 4} = 3
√

2, min{1, 2, 3
√

2, 4} = 1,

max{−2, 0, 1} = 1, min{−2, 0, 1} = −2,

max{
√

2, 3√3, 4√4} =
3√3, min{

√
2, 3√3, 4√4} =

√
2 =

4√4.

Dabei haben wir 3
√

2 − 4 > 0 und 34 = 81 ⩾ 64 = 43 verwendet. Es gilt:

|a| = max{a,−a} = max{a, 0} −min{a, 0},

max{a, b} =
1

2
(a + b + |a − b|) ,

min{a, b} =
1

2
(a + b − |a − b|) .
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Satz 3.9

Satz 3.9

Seien a, b ∈ R. Dann gilt:
1 Stets ist |a| ⩾ 0. Dabei ist |a| = 0 ⇔ a = 0. (positiv definit)
2 |a| ⩽ b ⇔ −b ⩽ a ⩽ b. Entsprechend ist |a| ⩾ b ⇔ a ⩾ b oder −b ⩾ a.
3 |ab| = |a||b|. (Homogenität)
4 |a + b| ⩽ |a|+ |b|. (Dreiecksungleichung)
5

∣∣|a| − |b|
∣∣ ⩽ |a − b|. (umgekehrte Dreiecksungleichung)

6 Merkhilfe: |a| − |b| ⩽ |a ± b| ⩽ |a|+ |b|.

BEWEIS (siehe Skriptum) □
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Beispiel 3.10

1 |a| ⩽ b bedeutet, dass a in einer Umgebung des Ursprungs von b bis −b liegt; für |a| ⩾ b liegt
a entsprechend außerhalb davon. Zum Beispiel hat |x| ⩽ 4 alle Zahlen −4 ⩽ x ⩽ 4 als Lösung,
also L = [−4, 4]. Es gilt

|x + 2| ⩽ 3 ⇔ −3 ⩽ x + 2 ⩽ 3 ⇔ −5 ⩽ x ⩽ 1

und daher L = [−5, 1]. Für |x − 1| ⩾ 2 ist L = (−∞,−1] ∪ [3,∞).
2 Nach der Dreiecksungleichung ist der Abstand vom Ursprung zu a + b nicht größer ist als die

Abstände zu a und b zusammen. Gleichheit gilt genau dann, wenn ab ⩾ 0, also a, b dasselbe
Vorzeichen haben:

|2 + (−1)| = 1 < 3 = |2|+ | − 1|.

Für n Zahlen gilt allgemeiner |a1 + . . .+ an| ⩽ |a1|+ . . .+ |an|. Nach der umgekehrten
Dreiecksungleichung ist der Abstand zweier Zahlen a, b mindestens so groß wie der Abstand
ihrer Beträge. Man mache einige Zahlenbeispiele!

3 Wir lösen die Ungleichung |x − 3||x + 3| < 16: Zunächst ist |x − 3||x + 3| = |(x − 3)(x + 3)|
= |x2 − 9|. Aus Satz 3.9(2) folgt

|x2 − 9| < 16 ⇔ −16 < x2 − 9 < 16 ⇔ −7 < x2 < 25.

Die erste Ungleichung −7 < x2 ist immer erfüllt, die Aussage also äquivalent zu

x2 < 25 ⇔ |x| < 5 ⇔ −5 < x < 5.

Damit ist L = {x ∈ R : −5 < x < 5} = (−5, 5).
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