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Ungleichheitszeichen ﬂ("'

Karisruher Insttut 0 Technologie

Definition 3.1

Alle reellen Zahlen lassen sich ihrer GréBe nach vergleichen. Man nutzt die Ungleichheitszeichen

a < b : aistkleiner oder gleich b.
a > b : aist gréBer oder gleich b.
a < b: aist (echt) kleiner b.
a > b: aist (echt) gréBer b.
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Ungleichheitszeichen \‘(IT

ot for Technologie:

Definition 3.1

Aussagen und Aussageformen mit dem Gleichheitszeichen = sind Gleichungen, mit den Ungleich-
heitszeichen Ungleichungen. Beide sind &hnlich, aber nicht gleich, denn die grundlegenden Eigen-
schaften unterscheiden sich: Fir alle a, b, ¢ € R gilt

a= b= b= a. (Symmetrie) a< bund b < a=- a= b. (Antisymmetrie)
a=bundb=c=a=c. a< bund b < ¢ = a < c. (Transitivitat)
Stets ist a = a. Stets ist a < a. (Reflexivitat)

Stets ist a < b oder b < a. (Totalitat)
a=b=a+c=b+c < b= a+ ¢ < b+ c. (Vertraglichkeit mit +)
a=b= ac = bc. a< bund0 < ¢ = ac < be. (Vertraglichkeit mit -)

Aus den Eigenschaften links lassen sich alle Regeln fir Gleichungen herleiten, aus den Eigenschaften
rechts alle weiteren Regeln fir Ungleichungen. Diese Anordnungsaxiome sind (unbewiesener) Aus-
gangspunkt der weiteren Argumentation.
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Beispiel 3.2 AT

fut for Technologie:

@ Auf der Zahlengeraden bedeutet a < b, dass a links von b liegt. Dabei ist a = b mdglich, dies
wird mit a < b ausgeschlossen. Auch die Anordnungsaxiome lassen sich an der Zahlengeraden
interpretieren; diese Anschauung ist aber keine deduktive Argumentation.

Zahlen a > 0 (echt) rechts der Null heiBen positiv, Zahlen a < 0 (echt) links der Null negativ.
Die Negation dessen sind nichtpositive a < 0 bzw. nichtnegative a > 0 Zahlen. Beachte: Alle
negativen Zahlen sind kleiner als alle positiven Zahlen, zum Beispiel ist —2 < 1 und —2 < —15.

@ < ist eine Kombination von < und =, denn a < b bedeutet ,a < b oder a = b, a < bist also
eine schwéchere Bedingung als a < bund als a = b. Umgekehrt: a < b bedeutet .a< bund
a # b", ist also eine stdrkere Bedingung als a < bund als a # b.

< & = = >
f "
< = #F o= >

Die Negation von a < bist a > b, die Negation von a > b entsprechend a < b. Wir haben
gezeigt, dass Vx,y > 0 : x < y < x2 < y?, durch Kontraposition folgt daraus

VX, y20:x <y xt<yr
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Beispiel 3.2 AT

er Institut o Technologie

Aus 1 < 2folgt1 < 2.

1 > —1 ist eine stérkere Aussage als 1 > —1.

Die Aussage —1 > 0 ist falsch, daher ist —1 < O richtig.

Aus —3 < 3und —3 # 3 folgt —3 < 3.

Es gilt 5 = 5 und daher sowohl 5 < 5 als auch 5 > 5.

Die Aussage —1 < —2ist falsch, denn es gilt weder —1 < —2 noch —1 = —2.
Die Aussage 1 < 1 ist falsch, aber die Aussage 1 < 1 ist richtig.
Aus 0 < 2und0 < 2folgt 0 < 2.

Die Aussage 0 < 0 ist richtig, denn 0 = 0.

Aus 0 < 4 folgt 0 # 4.

Die Aussage 7 < 5 ist falsch, daher ist 7 > 5 richtig.

Aus —6 < —6und —6 > —6 folgt —6 = —6.
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Beispiel 3.2 AT

@ Mit der Transitivitat kann man Gleichheitszeichen aneinanderhangen: e
2—-v2 (2-V2)(vV2-1) 3/2-2-2
= =3v2—4,
V2+1 (V24 1)(V2-1) 2-1
mit der Symmetrie von = kann man diese Gleichung auch von rechts nach links lesen.
Genauso kann man Ungleichungen aneinanderhangen: Es ist
7 1

3vV2—-4>3.-—-—4=—->0,
5 5
also 3v/2 — 4 > 0. Gleichungen kénnen mit Ungleichungen kombiniert werden:
2 —
V2 _ =3V2-4< —4=2

V2 +1

@ Aufgrund der Antisymmetrie von < kénnen die Seiten einer Ungleichung nur dann vertauscht
werden, wenn eigentlich eine Gleichung vorliegt; = ist ein ungerichtetes und < ein gerichtetes
Symbol. So kann man die Gleichheit a = b in zwei Ungleichungen zerlegen:

a<b, b< a.
@ Auch an der Vertréglichkeit mit - erkennt man, dass < gerichtet ist: Ungleichungen durfen nur

mit nichtnegativen Zahlen ¢ > 0 multipliziert werden:
1 < 2ist wahr, —1 < —2ist falsch.
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Beispiel 3.2 AT

er Institut o Technologie

@ Wegen der Totalitét lassen sich reelle Zahlen immer vergleichen (bei C ist das anders). Man
kann daher a < b beweisen, indem man b < a zum Widerspruch fihrt.
Beispiel: Fir eine Zahl a > 0 gelte

Ve >0:a<e.

Behauptung: Dann ist a = 0.

BEWEIS Angenommen, es ware a > 0. Dann gilt g > 0und2a > a, also a > g Setzt man
€= g in der Voraussetzung, so erhélt man a < g Widerspruch! Also ist a < 0 (Totalitat), mit

a > 0 folgt daraus a = 0 (Antisymmetrie). O

@ Die sechs Anordnungsaxiome gelten sinngeman fir > statt <, bei der Vertraglichkeit muss
weiterhin ¢ > 0 gelten. Flr < und > sind Antisymmetrie, Reflexivitat und Totalitat verletzt; die
Ubrigen Eigenschaften beweisen wir jetzt.
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Satz 3.3 \“(IT

ot for Technologie:

Seien a, b, ¢ € R. Es gelten die folgenden Rechenregeln:
@ Stets ist entweder a < b oder a = b oder a > b. (Totalitéat)
@ a<bundb<c= a<c. Analoga< bundb < ¢ = a< c. (Transitivitat)
@ a<b=a+c< b+ c. Entsprechenda < bund 0 < ¢ = ac < bc. (Vertraglichkeit)
@ a<bundc<0= ac > bc. Analoga<bundc<0:>ac>bc
@®0<acxg b:>0< Analoga b<0:> <0
® Sinda, b >0, sogllta b@a2 b2<:>\/§\f.

Merkregel fiir (4) und (5): Beim Multiplizieren mit einer negativen Zahl oder beim Bilden des Kehrwertes
dreht sich das Ungleichheitszeichen um.

Der BEWEIS ist ein Beispiel fir deduktives SchlieBen: Unsere Intuition der Zahlen ist kein giltiges

Argument, wir verwenden nur die Anordnungsaxiome und daraus hergeleitete Aussagen.
(siehe Skriptum) O
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Beispiel 3.4 A‘(IT

er Institut o Technologie

@ In einer Ungleichungskette gentigt ein einziges < oder >, um die Gleichheit auszuschlieBen:

7 1
3\/5—4}3-3—4:§>0,

also 3\@ — 4 > 0. Haufig will man einen Term mit < nach oben oder mit > nach unten
abschitzen. Als Beispiel wollen wir die Abschatzung 41/3 — 7 < 0 beweisen: Aus /3 < 2 folgt

4/3-7<4-2—-7=—1.

Hoppla, die Abschatzung ist nicht scharf genug! Wir kdnnen nicht zurlick, sondern missen von
vorne beginnen: Aus (4v/3)2 = 48 < 49 = 72 folgt v/3 <  und daher

7
4\/5—7<4-Z—7:o.m

@ Die Kombination verschieden gerichteter Ungleichungen flihrt nicht zum Erfolg: a < 1 > bist
sowohl fiir —1 <1 > 0alsauch fir0 < 1 > —1 erflllt.
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Beispiel 3.4(2) AT

fut for Technologie:

Wegen der Vertraglichkeit kénnen wir Gleichungen und Ungleichungen ineinander einzusetzen; dabei
sind negative Zahlen, Brliche und Quadrate eine haufige Fehlerquelle. Zum Beispiel gelte a < b und
¢ < d, istdann g < % korrekt?

2 3 -2 3 -3 -2
o < I g ) — g )
7 6 7 6 7 6
2 3 -2 3 -3 -2
-z —, -z —, —-— < —,
7 —6 7 —6 7 —6
2 3 -2 3 -3 _ -2
== — > —, —>—
-6~ -7’ -6~ -7 -6~ -7
Weitere Beispiele:
6 4 ) 2 2
Aus 6 > 4 folgt — 7 < —;, es gilt — 2 < 1, aber (—2)° > 17,
1 1 1 1
aus — < 3folgt2 > —, aus — — < 3folgt —2< —
2 3 2 3
Daher sollte man Abschatzungen sorgféltig von innen nach auBen aufbauen: Um x < —1 im Term
11Tx zu verwenden, denkt man
1 1
X<—1=>—x21=1—x2>22= < -
1—x 2
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Satz 3.5 ﬂ(l

for Technologie

Seien a, b, ¢, d € R. Es gelten die folgenden elementaren Ungleichungen:
@ Ist a < b, so liegt dazwischen das arithmetische Mittel a < %” < b.
@ Stetsist 2> > 0. Dabeiista® = 0 < a = 0.
@ Stets ist 2ab < a2 + b2 und daher 4ab < (a+ b)? < 2(22 + b2).
@ Es gilt die Cauchy-Schwarz-Ungleichung (ab + cd)? < (& + ¢?)(b? + d?). Allgemeiner gilt
fur Zahlen ay, ..., an, by,... by € R:

(a1hi + ...+ anbn)® < (& + ... + &) (b2 + ... + b2).

BEWEIS (siehe Skriptum) ]

Vorkurs Mathematik — 3.1 Allgemeingiiltige Ungleichungen 11/18



Beispiel 3.6 A‘(IT

@ Nach (1) liegt zwischen zwei reellen Zahlen stets eine weitere, zwischen zwei rationalen sogar
eine rationale. Tats&chlich liegt Q dichtin R, d.h.

Va,beR:(a<b=3reQ:a<r<b).

@ Mit (2) argumentiert man haufig so: Gilt fir gewisse Zahlen a* 4+ b> = 0, so folgt a= b = 0.
@ Mit (3) kdnnen Produkte durch Summen abgeschétzt werden: (7 - 81 = 567)

1 1
7-81<§(72+812):3305, 7-81<Z(7+81)2:1936.

Die Cauchy-Schwarz-Ungleichung kann man auch geometrisch verstehen: ab + cd ist das
Skalarprodukt X -  zweier Vektoren X = (2) und y = (Z). Rechts stehen die Langen

IX]] = V& + ¢? und ||¥|| = v b? + d?, damit lautet die Cauchy-Schwarz-Ungleichung
X - YL < IIXI - IY1l-

Das bedeutet fiir den Cosinus des Winkels zwischen X und y gerade

. X-y
cos(<(%, 7)) = X I <4,
ERE

Hier gilt Gleichheit genau dann, wenn X und y linear abhéngig sind.
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Betrag AT

Karisruher Insttut 0 Technologie

Definition 3.7

Sei a € R. Der Betrag von a ist

e 1= a, falls a > 0,
" l-a fallsa<o.

Beachte, dass —aim zweiten Fall positiv ist. Mit der Vorzeichenfunktion Signum

1, falls a > 0,
sign(a) := < 0, falls a =0,
—1, fallsa<o,

gilt |a| = a- sign(a).
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Beispiel 3.8 A‘(IT

@ 2/=2,0|=0,| 1] =—(=1) =1,| - }| = 1. Weiter gilt
sign(m) =1, sign(0) = 0, sign(—2) = —1
und | — 2| = —2-sign(—2) = —2- (—1) = 2. Stets ist |a| > 0, daraus folgt ||a|| = |a]. Es ist

| — a| = |al, denn a, —a unterscheiden sich nur um ein Vorzeichen, kurz |a] = +a. Der Betrag
erhalt Ungleichungen nicht: Aus a < b kann |a| < |b|, aber auch |a| > |b| folgen.

@ Auf der Zahlengeraden ist rechts der Null |a] = a, Zahlen a < 0 links der Null werden zu

|a] = —a gespiegelt; daher gilt a < |a] und —a < |a|. |a] ist der Abstand von a zum Ursprung,
|a — b| der Abstand von a und b; natirlich ist |a— b| = | — (b — a)| = |b — a|. Beispiel:
3—-11=12|=2, |-3—-(-NI=I1-38=]|-2/=2
ist sowohl der Abstand der Zahlen 3 und 1 als auch der Zahlen —3 und —1;
|—3—1l=|-4=4 3= (=1l =4 =4

ist sowohl der Abstand der Zahlen —3 und 1 als auch der Zahlen 3 und —1.
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Beispiel 3.8 \‘(IT

fut for Technologie:

@ Mit dieser Anschauung lassen sich einige Betragsgleichungen einfach l6sen: |x| = 2 hat die
Losungsmenge £ = {—2, 2}. Die Ldsungen von

x—3 =2, x—3 = —

haben Abstand 2 bzw. —2 von der Zahl 3; im ersten Fall ist also £ = {1,5}, im zweiten £ = 0.
Die Gleichung |x — 1| = |x + 3| wird nur von x = (1 — 3)/2 = —1 geldst.

@ Betrag, Wurzel und Quadrate hangen zusammen: Sei a > 0. /a ist (nach Definition) die
nichtnegative Lésung der Gleichung x? = a, es gilt also \f = a.
Nun sei a € R beliebig. Die Lésungen der Gleichung x? = &° sind a, —a. V& ist die positive
dieser beiden Zahlen, also v/a? = |a|. Insbesondere gilt |a|2 = & = |&|.
Daraus kann man etwas iiber Aquivalenzumformungen lernen: Wenn das Wurzelziehen erlaubt
ist, ist es eine Aquivalenzumformung. Das Quadrieren ist immer erlaubt, aber nur dann eine
Aquivalenzumformung, wenn beide Seiten nichtnegativ sind. Beispiel:

x—1=x+3 e x—12=|x+3%2ax®—2x+1=x2+6x+9 & x=—1.
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Beispiel 3.8(5) A‘(IT

Wir definieren Maximum und Minimum zweier Zahlen a, b € R:

falls a > b, _ . fallsa< b,
max{a, b} := 2, fallsa> b min{a, b} := & lalsa
b, fallsb > a, b, fallsb< a
Offensichtlich ist immer min{a, b} < a, b < max{a, b}. Beispiel:
max{1,2,3v2,4} = 3V2, min{1,2,3v/2,4} =1,
max{—2,0,1} =1, min{—2,0,1} = —2,
max{V2, V3, Va} = ¥3, min{v/2, 93, Y2} = V2 = V4.

Dabei haben wir 3v/2 — 4 > 0 und 3* = 81 > 64 = 4° verwendet. Es gilt:

|a] = max{a, —a} = max{a, 0} — min{a, 0},

1

max{a,b}: §(a+b+|3*b‘),
1

min{a, b} = §(a+b—|a—b\).
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Satz 3.9 \“(IT

Seien a, b € R. Dann gilt:
@ Stetsist |a|] > 0. Dabei ist |a] = 0 < a = 0. (positiv definit)
@ |al < b& —b < a< b.Entsprechendist |a| > b < a > boder —b > a.
@ |ab| = |al|b)- (Homogenitét)
@ |a+ b| < |a| + |b|. (Dreiecksungleichung)
@ |lal — |b]| < |a— b|. (umgekehrte Dreiecksungleichung)
® Merkhilfe: |a| — |b| < |a=£ b| < |a| + |b].

BEWEIS (siehe Skriptum) O
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Beispiel 3.10 AT

@ |al < bbedeutet, dass a in einer Umgebung des Ursprungs von b bis —b liegt; fur |a| > b liegt
a entsprechend auBerhalb davon. Zum Beispiel hat |x| < 4 alle Zahlen —4 < x < 4 als Lésung,
also £ = [—4, 4]. Es gilt

x+2(<3e 3<x+2<3e 5<x<1

und daher £ = [—5,1]. Fir |[x — 1] > 2ist £L = (—o0, —1] U [3, c0).
@ Nach der Dreiecksungleichung ist der Abstand vom Ursprung zu a + b nicht gréBer ist als die
Abstande zu a und b zusammen. Gleichheit gilt genau dann, wenn ab > 0, also a, b dasselbe

Vorzeichen haben:
24+ (=1)|=1<3=]2|+]|—1].

Fur n Zahlen gilt allgemeiner |a; + ... + an| < |a1| + ... + |an|. Nach der umgekehrten
Dreiecksungleichung ist der Abstand zweier Zahlen a, b mindestens so grof3 wie der Abstand
ihrer Betrage. Man mache einige Zahlenbeispiele!

@ Wir I6sen die Ungleichung |x — 3||x + 3| < 16: Zunachst ist |x — 3||x + 3| = |(x — 3)(x + 3)|
= |x? — 9|. Aus Satz 3.9(2) folgt

X —9| <16 —16 < x2 —9 < 16 & —7 < x* < 25.
Die erste Ungleichung —7 < x2 ist immer erfilllt, die Aussage also aquivalent zu
¥ <25 |x|<5e —5<x<5.
Damitist L = {x e R: =5 < x < 5} = (-5, 5).
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