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Ubungsblatt 4.2 — Lésungshinweise

Verstandnisaufgaben

e a) Sei f:{1,2} - {1},1—~ 1,2+ 1. Dann ist f({1} N{2}) = f(0) =0, aber f({1}) N f({2}) = {1}.

Weiter ist f({1,2}\ {1}) = {1}, aber f({1,2})\ f({1}) = 0. Die fehlenden Inklusionen ,2% bzw.
»,C“ gelten genau dann, wenn f injektiv ist, siche Satz 4.21(2).

b) Fiir f: R — (0,00), f(z) = ¢* und g : (0,00) — R, g(x) = log gilt (f 0 9)(z) = (90 f)(x) =
aber f o g = ld(0,00) # ldR — g o) f

c) (go f)(—z) = g(f(—x)) = g(f(x)) = (g o f)(x), d.h. go f ist gerade. Die Umkehrung gilt nicht:
f(x) = x ist nicht gerade, aber fiir g(z) = 22 ist (g o f)(z) = 2? gerade. Fiir ungerade Funktionen
ist keine der Implikationen wahr: f(x) = x ist ungerade, aber fiir g(z) = 1 ist (g o f)(x) = 1 nicht
ungerade. f(x) = x+ ist nicht ungerade, aber fiir g(x) = sin(x) ist (go f)(x) = — sin(x) ungerade.

d) Fiir f(z) = 2% und g(x) = —2? gilt f < g, wegen f(0) = g(0) = 0 aber nicht f < g.

o Die erste Gleichung 2(3 — )2 = y +8 & 22 — 62 + 5 — % = 0 ist unlésbar fir y < =8, fir y > —8
ist £L = {3 — \/%,3 + \/yTJrS}. Damit ist f1 : [3,00) — R eine injektive und fo : R — [—8,00) eine
surjektive Einschréinkung von f.

Die zweite Gleichung =y & yx? —2x+y = 0 hat fiir y = 0 die Losungsmenge £ = {0}, fiir |y| > 1

2+1
keine Losung und fiir |y| < 1ist £ = {1 Y |1y‘y vyt v ‘1y|y }. Damit ist zum Beispiel g1 : [-1,1] = R
eine injektive und g : R — [—1, 1] eine surjektive Einschrankung von g.

e a) f1:]0,1] — R ist injektiv und beschrénkt, fa: [1,00) — R ist injektiv und unbeschrankt.
b) g1 : R = R,g1(x) :== —/—(x + 1) fiir x < —1 ist monoton und surjektiv, g2 : R — R, ga(z) :=
—(x 4+ 1)(x + 3) fir z < —1 ist nicht monoton und surjektiv. (g1(z) = g2(x) = g(x) fir x > —1)
c) Es ist zwar (f o g)(x) = f(Vx+1) = 22 + 1 = h(x), aber h hat nicht den Definitionsbereich
[—1,00), daher ist f o g # h. Wegen f(R) = [—1,00) ist k wohldefiniert, aber es gilt (g o f)(z) =
g(z* — 222) = |22 — 1| # k(x), daher ist go f # k.
e a) Fira<0ist D=[0,00) und f,(D) = (0,—1]. Fiir a = 0 ist D = (0, 00) und fo(D) = (0, 00). Fiir
a>0ist D=[0,00)\ {a?} und f4(D) = (—o0, —1] U (0, 00).
b) Fiir alle a € R ist f, bijektiv mit der Umkehrfunktion f; ! : f,(D) — D, f; '(z) = (a + %)2
Beachte stets 0 ¢ fo (D).
o a) Fir jedes a € A gilt f(f(z)) = f(z). Ist f injektiv, so folgt daraus f(z) = x, d.h. f =id4. O
b) f:R — R, f(x) = |z| ist idempotent, ebenso konstante Funktionen f(x) = C.
o Aus z =y = 0 folgt f(f(0)) = —2£(0), aus x = f(0),y = 0 andererseits f(f(0)) = —f(0); das kann
nur fiir 0 = f(0) = f(f(0)) erfullt sein. Mit y = 0 ergibt sich nun = 4 2f(z) + f(—z) = 0, mit —z statt

x auch —z + 2f(—x) + f(z) = 0. Zusammen folgt daraus f(—z) = —f(z) und dann f(x) = —x. Dies
erfillt tatsichlich die gegebene Funktionalgleichung; damit ist f(x) = —z die einzige Losung.

Aufgabe 42

a) Beide sind ungerade und streng monoton wachsend, f ist beschrénkt, g ist unbeschrankt.
b) o (f+9)(-2) = f(—2)+g(-z) = —f(x) — g(z) = —(f + g)(x) und (fg)(—z) = f(-z)g(—2) =
(=f(2))(=g(@)) = f(z)g(z) = (fg)(x).
e Fir0<aez<lgito<a?l=1l-2?<1+22=>Vi-22<Vi+22=>2V1l -2 <av/1+22=>
f(z) < g(x). Fiir —1 < z < 0 gilt genauso 0 < 22 = ... = 2v1 — 22 > zv1 + 22 = f(x) > g(2).
e Fir -1 <z < 0gilt f(x),g9(z) <0, fiir 0 <z <1 gilt f(x),g(x) > 0; in beiden Féllen ist also

g < % & f(ac)2 < g(2)? & 22(1 — 2?) < 2%(1 + 2%) & 0 < 2*. Da dies immer wahr ist, ist auch
5 < % fir alle z € (—1,1) \ {0} wahr. O
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c) f(R) = (—1,1), daher ist go f : R — R, (g o f)(x) = = wohldefiniert; weiter ist fog: (—1,1) = R,
(f 0.9)(@) =z und f7(z) = &y

Aufgabe 43
a) (go f)(X)={g(f(z)):x e X} ={g(y) 1y € f(X)} =g(f(X)),
(gof) MZ)={recA:g(fx)) e Z}={xcA: f(z) eg(2)} = g "(2)). O

b) Beide Aussagen sind im Allgemeinen falsch, nur ,C“ gilt immer: Fur f: {1,2} — {1,2},1— 1,2+ 2
wnd h = f gilt (F+A)({1,2}) = {f(1)+h(1), F(2)+h(2)} = {2,4}, aber F({1,2})+h({1,2}) = {2,3,4};
und genauso (f)({1,2}) = {(DA(1), F2I(2)} = {1,4}, aber F({1,2})-A({1,2}) = {1,2,4}.

C) fl(R) = (07 1]7 fQ((_LQ)) - (—OO,IOg(%)], f3(R) - (07 1]7 f4((—OO,4)) - (_0074)7 f5([_3722]) -
[0, V5], fo((—00,1]U (0, 00)) = [0,1) U (1,00).

Q) f7H01) =R, f71(0,00) = 555, 55] g ([44]) =2 -1u L2, ({0} = {22}

Aufgabe 44

a) f(z+y) =alx+y) =ax+ay = f(x)+ f(y), also ist f linear. Fir b # 0ist f(x+y) = f(z)+ f(y)+2b #
f(z) + f(y), also f(x) = ax + b nicht linear.

b) Firn € Ngilt f(n) = f(1+...+1) = f(1)+...+ f(1) = nf(1), mit a := f(1) € R also f(n) = an.
Weiter gilt f(0) = f(0+0) = f(0)+ f(0) = f(0) = 0 und daher 0 = f(0) = f(n+(—n)) = f(n)+f(—n)
= f(—n) = —f(n) = —an = a(—n); damit ist f(z) = az fir alle z € Z. Im letzten Schritt betrachten
wirn-f(2)=fE)+...+fE)=fE+...+2)=f(n-2)=f(z) =az = f(2) = a-Z; damit ist
f(r) = ar fiur alle r € Q gezeigt. O

¢) Sind f, g linear, so sind auch \f, f + g linear, denn (A\f)(z+y) = Af(z+y) = A(f(z)+ f(y)) = Mf(z) +

Af(y) = (Af)(x)+(Af)(y) und genauso (f+g)(z+y) = f(z+y)+g(z+y) = f(x)+f(y) +9(z)+9(y) =
(f+9)(z)+(f+9)(y); daher sind beide Verkniipfungen wohldefiniert. Die Distributivgesetze tibertragen
sich wie bei jeder punktweisen Verkniipfung von R auf L(R,R):

(A+ @) = A+ p)f(2) = Af(2) + pf(x) = (Af + pf)(@),
A +9)(@) = A(f(z) + g(2)) = Af(2) + Ag(z) = (Af + Ag)(z). O

d) (fog)(z+y) = f(g(z+y)) = f(g(x)+g(y)) = f(9(x))+f(9(y)) = (fog)(@)+(fog)(y) = fog € L(R,R),
durch Vertauschen von f, g folgt auch go f € L(R,R). a

Aufgabe 45

a) fi ist injektiv und surjektiv, also bijektiv. fo ist injektiv, aber nicht surjektiv (f2(x) # 0), also nicht
bijektiv. f3 ist injektiv, aber nicht surjektiv (f3(z) > 0), also nicht bijektiv. f4 ist injektiv und surjektiv,
also bijektiv. f5 ist injektiv und surjektiv, also bijektiv. fg ist nicht injektiv (fs(1) = f¢(—1)) und nicht
surjektiv (fg(xz) # 1), also nicht bijektiv. f7 ist surjektiv, aber nicht injektiv (f7(0,1) = f7(1,0)), also
nicht bijektiv. fg ist injektiv und surjektiv, also bijektiv.

b) fflzR%R,ffl(m):2m+3, f;lzR%(O,oo),fjl(x):ex_l, f51:f5, fglzfg, beachte
reQel—xzeqQ.

c) fi"(x) =2"x+3-(2" —1). f5" =idg\q, fiir gerades n und f5" = f5 fiir ungerades n.

Aufgabe 46

a) Nach Satz 4.24(2) ist g auch surjektiv, also bijektiv. Daher ist g~ o (g o f) = f surjektiv. O

b) f: {1} — {1,2},1 — 1 ist nicht surjektiv, aber fiir die Abbildung ¢ : {1,2} — {1},1 — 1,2 — 1 ist
go f:{1} = {1},1 — 1 surjektiv.

c) Nach Satz 4.24(2) ist f auch injektiv, also bijektiv. Daher ist (g o f) o f~! = g injektiv. O

d) g:{1,2} = {1},1+— 1,2 — 1 ist nicht injektiv, aber fiir die Abbildung f : {1} — {1,2},1 — 1 ist
go f:{1} — {1},1+ 1 injektiv.
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e) Die Einschrinkung f : A — f(A) ist auch surjektiv, also bijektiv. f=1 : f(A) — A ist surjektiv und
kann zu einer surjektiven Funktion h : B — A fortgesetzt werden: Wahle xg € A und setze

M) {f—1<y>, falls y € £(A),

o sonst. [J
Aufgabe 47
a) Folgt sofort aus Satz 4.24(1)c).
b) (gofog Ho(gofog)y=gofofogl=gogt=idy, denn fof=idy.

c) Firb#1giltb—xz#1—x = f(z)# 1, also ist f wohldefiniert. Wir berechnen (f o f)(z) = f(f(z)) =
o=z = bl—z)—(b—2) _ b —pfire£1=fof= idg\ (1}, also ist f involutiv.

g
g

-z 1—z—(b—x)
Firz > 0gilt e?+1>e—1>0= £t > 1= g(z) > 0, also ist g wohldefiniert. Wir berechnen
4149 -
g(g(x)) =log (‘;ﬁ;}i) = log (2%) =z fiir z > 0, also ist g involutiv. O
a1

Aufgabe 48

a) 6:(Af) = (Af)(x) = Af(2) = Ao (f) und 6:(f + g) = (f + 9)(x) = f(z) + g(x) = 02(f) + dz(9)- O
b) Aus ¢, = d, folgt an der Stelle idg € Abb(R,R): 6,(idr) = d,(idr) = idr(z) = idr(y) = =z = v. O

Aufgabe 49
a) Fir jedes Element x € A gibt es m Moglichkeiten fiir das Bild f(z) € B. Jede Abbildung f: A — B
ist durch n solche Wahlen bestimmt, es gibt also m - ...-m = m" verschiedene Abbildungen in B4.

b) Ist f : A — B bijektiv, so muss jedes y € B genau ein Urbild x € B haben, also n = m sein. Fiir das
Bild von 1 € A hat man n Moglichkeiten in B, fir das Bild von 2 € A nur noch n — 1 Méglichkeiten
usw. Es gibt also n - ... -1 = n! mogliche bijektive Abbildungen f : A — B (Permutationen).

c) Ist f: A — B injektiv, so darf jedes y € B hochstens ein Urbild x € A haben, also muss n < m sein.
Aus den m Elementen von B wahlt man n aus und verteilt sie auf die Urbilder 1,...,n € A. Fir dieses
,n aus m* gibt es (’;’;) = n,(#ln), Moglichkeiten, also so viele injektive Abbildungen f: A — B.

Aufgabe 50
a) Die Abbildungen f1:Z — {kz: 2z € Z}, fi(z) = kz, fo : N\ {1} = N, fa(n) =n—1, f3: (0,1) — (0, 0),
f3(x) = 7%, f1: (0,1) = R, fi(z) = log( — 1) sind alle bijektiv. O

b) Es gelte g(n,m) = g(7i, m), also 2"~} (2m —1) = 27~1(2m —1). Da 2"~ 1,271 gerade und 2m —1,2m — 1
ungerade sind, muss dann 2"~! = 27! ynd 2m — 1 = 2/m — 1 gelten; daraus folgt n = 7 und m = m,

also (n,m) = (n,m). O
c) Wire f surjektiv, so hétte {n € N:n ¢ f(n)} C Nein Urbild m € N. Dann gilt m € f(m) < m ¢ f(m),
ein Widerspruch. 4 Also kann f nicht surjektiv sein. |

Bemerkung: Man kann zeigen, dass #P(N) = #R.
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