Vorkurs Mathematik WS 2025/26
A\ Abteilung fiir Didaktik

Karlsruher Institut fiir Technologie Wolf Wechinger, M. Sc.
Ubungsblatt 4.2

Verstandnisaufgaben

o a) Zeigen Sie durch zwei Gegenbeispiele, dass die fehlenden Eigenschaften des Bildes in Satz 4.14 im
Allgemeinen nicht gelten. Welche Eigenschaft muss f haben, damit sie gelten?

b) Finden Sie zwei Funktionen f,g, sodass die Verkettungen f o g und g o f verschiedene (wohldefi-
nierte) Funktionen sind, aber dieselbe Funktionsgleichung haben.

c) Zeigen Sie: Ist f gerade, so auch go f. Gilt auch die Umkehrung dieser Aussage? Gilt dasselbe fiir
ungerade Funktionen?

d) Finden Sie zwei Funktionen f # g, sodass f < g, nicht aber f < g gilt.

e Bestimmen Sie die Losungsmengen der folgenden Gleichungen in Abhéngigkeit von y € R:

2x

23 —z) =y +8 =

Y.
Geben Sie nun jeweils eine surjektive und eine injektive Einschrénkung der Funktionen f : R — R,

f(z)=23-2)?-8und g: R = R, g(x) = x%jl an.

o a) Geben Sie jeweils eine beschréankte und eine unbeschrankte injektive Einschrankung der Funktion
f:R =R, f(r) =a2*—22% an.
b) Geben Sie jeweils eine monotone und eine nicht monotone surjektive Fortsetzung der Funktion
g:[-1,00) = R, g(x) =z +1 an.
c) Esseien h: R — R, h(z) =22 +2und k: R — R, k(z) = 22 — 1. Beweisen oder widerlegen Sie die
Gleichheiten fog=hund go f = k.

e a) Bestimmen Sie die maximale Definitionsmenge D und das Bild f(D) der Funktion f, : D — f(D),
falz) = \/El—a in Abhéingigkeit von a € R.
b) Fiir welche a ist f, bijektiv? Bestimmen Sie in diesen Féllen die Umkehrfunktion.
Eine Abbildung f : A — A mit der Eigenschaft f o f = f heifit idempotent.

a) Zeigen Sie, dass jede idempotente Funktion entweder die Identitét id 4 oder nicht injektiv ist.

b) Finden Sie zwei verschiedene idempotente Funktionen f : R — R, die nicht die Identitdt idg sind.

o Knobelaufgabe: Bestimmen Sie alle Funktionen f : R — R mit der Eigenschaft
Vo,y € R:x+2f(x) + f(fly) —2) = y.

Aufgabe 42

Es seien die Funktionen f: R — R, f(z) = 1im2 und g : (—=1,1) > R, g(z) = \/1‘?? gegeben.

a) Sind f und g gerade, ungerade, beschrankt, (streng) monoton wachsend oder fallend?

b) Es sei f die Einschrankung von f auf (—1,1). Zeigen Sie:
« Die Funktion f + ¢ ist ungerade, die Funktion fg ist gerade.
o Esgilt f < g auf (0,1), aber g < f auf (—1,0).
4,
f
¢) Bestimmen Sie das Bild von f, berechnen Sie die Verkettungen f o g und g o f sowie die n-fache
Verkettung f* = fo...o f.

e Auf einem geeigneten Definitionsbereich gilt g <
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Aufgabe 43
Seien f: A — B,g: B — C Abbildungen, go f: A—Cund X C A, Z CC.
a) Beweisen Sie fiir Bild und Urbild die Gleichungen (go f)(X) = g(f(X)) und (gof)~%(Z) = f~1(¢71(2)).
b) Sei h: A — B eine weitere Abbildung und B C R. Beweisen oder widerlegen Sie die Aussagen
(f +1)(A) = f(A) + h(A) :={z +y:z € f(A),y € h(A)},
(fh)(A) = f(A) - h(A) :={ay : x € f(A),y € h(A)}.
¢) Bestimmen Sie mithilfe von a) jeweils das Bild der folgenden Funktionen:

fi:R >R, filz) =e ™ foi(~1,2) > R, foz) = log(2 + = — 22)

f3:R=R, fs(z) = 15 fai(—00,4) = R, fa(z) = logy(16 — 2%)

fo (3,22 5 R, o) =5 va T8 fo: (oo, ~1]U000) 5 R folw) = /14

d) Bestimmen Sie fiir die Funktionen aus c) die Urbilder
_ _ _ 11 _
fri., 1 (0.00)), 5 ([5:3]) 7740,

Aufgabe 44
Fine Funktion f: R — R heif3t linear, falls
Ve,y eR: f(z+y) = flz) + fy).
Die Menge aller linearen Funktionen bezeichnen wir mit £(R,R). Beweisen Sie die folgenden Aussagen:
a) Alle Funktionen der Form f(x) = az fiir ein a € R sind linear. Ist auch f(z) = ax + b linear?
b) Sei f: R — R linear. Zeigen Sie nacheinander: Es gibt ein a € R, sodass
o f(n)=an fir alle n € N, e f(0)=0und f(—1) = —a,
o f(2) =az fir alle z € Z, o f(r)=uarfiraler=2¢cQ.

Bemerkung: Fordert man zusitzlich die Stetigkeit von f in einem Punkt, so gilt f(x) = ax fir alle
x € R, d.h. alle stetigen linearen Funktionen sind von der Form in a).

¢) Auf L(R,R) sind die Verkniipfungen
R LR, R) = LR, R), (A, f) = Af +: L(R,R) x L(R,R) — L(R,R),(f,9)— f+yg
wohldefiniert und es gelten die Distributivgesetze: (A, u € R und f,g € L(R,R))
A+u)f =X +uf, Af+9)=A+Ag.

d) L£(R,R) ist unter Verkettung abgeschlossen, d.h. aus f,g € L(R,R) folgt fog,go f € LIR,R).

Aufgabe 45
a) Welche der Funktionen sind surjektiv, injektiv oder bijektiv?
iR R, fl(x):%(x—?)) f2:R\{VT} = R, f2<w>=x377_7
f3:[1,00) > R, fa@) = flog(e)  fi:(0,00) =R, fa(x) =1+log(z)
B R\ RV(), B =T0 ferRo (L) f6<w>=jj§+1
friB2 SR, frlew) =24yt 00 01, () = {;‘ R

b) Bestimmen Sie jeweils die Umkehrfunktion der bijektiven Funktionen in a).

¢) Berechnen Sie die n-fachen Verkettungen f;™ = f;'o...o f;t und f5 ™
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Aufgabe 46

Seien A, B,C Mengen und f: A — B und g : B — C zwei Abbildungen.

a

b

Zeigen Sie: Ist g o f surjektiv und g injektiv, so ist auch f surjektiv.

Finden Sie Abbildungen f und g, sodass g o f surjektiv ist, nicht aber f.

d

[§]

)
)
c¢) Zeigen Sie: Ist g o f injektiv und f surjektiv, so ist auch g injektiv.
) Finden Sie Abbildungen f und g, sodass g o f injektiv ist, nicht aber g.
)

Es sei f : A — B injektiv. Zeigen Sie, dass es eine surjektive Abbildung h: B — A gibt.
Bemerkung: Auch die Umkehrung dieser Aussage gilt, der Beweis benétigt aber das Auswahlaxiom.

Aufgabe 47

Eine Abbildung f : A — A mit der Eigenschaft fo f = id4 heifit involutiv. Beweisen Sie folgende Aussagen:
a) Jede involutive Funktion ist bijektiv mit f~! = f.
b) Ist f involutiv und g : A — A bijektiv, so ist auch go f o g~! involutiv.

¢) Sei b # 1. Die folgenden Funktionen sind wohldefiniert und involutiv:

PR\ S RAL @) = 170 g:(0,00) = (0,00),9(0) = log (577 ).

Aufgabe 48
Fiir jede Stelle x € R definieren wir das Dirac-Funktional
0z : Abb(R,R) = R, f — f(x).
a) Zeigen Sie: 0, ist linear, d.h. fir alle A € R und f, g € Abb(R,R) gilt
0x(Af) = Aoz (f), 62(f + 9) = 62(f) + 0x(9)-
b) Zeigen Sie, dass die folgende Abbildung injektiv ist:
d:R — Abb(Abb(R,R),R), z > 0.
Aufgabe 49

Seien A = {1,...,n}, B ={1,...,m} endlich und B4 = Abb(A, B) die Menge aller Abbildungen f : A — B.
a) Zeigen Sie, dass #(B4) = (#B)#4 = m™.
b) Bestimmen Sie die Anzahl aller moglichen bijektiven Abbildungen f: A — B.
¢) Bestimmen Sie die Anzahl aller moglichen injektiven Abbildungen f: A — B.

Aufgabe 50
a) Sei k € N. Zeigen Sie folgende Gleichméchtigkeiten, indem Sie geeignete bijektive Abbildungen finden:

b) Zeigen Sie, dass die Abbildung g : NxN — N, g(n,m) = 2"~1(2m — 1) injektiv ist. (N x N ist abzdihlbar)

c) Zeigen Sie, dass es keine surjektive Abbildung f : N — P(N) gibt. (P(N) ist dberabzdhlbar)
Hinweis: Betrachten Sie die Menge {n € N:n ¢ f(n)}.
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