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Ubungsblatt 4.1 — Losungshinweise

Verstandnisaufgaben

a) Reflexiv, symmetrisch, nicht antisymmetrisch, nicht transitiv, nicht total.

o

Nicht reflexiv, symmetrisch, nicht antisymmetrisch, nicht transitiv, nicht total.

c¢) Reflexiv, symmetrisch, nicht antisymmetrisch, transitiv, nicht total (Aquivalenzrelation).

o

Reflexiv, nicht symmetrisch, antisymmetrisch, transitiv, nicht total (Ordnungsrelation).

f

a

Reflexiv, symmetrisch, nicht antisymmetrisch, transitiv, nicht total (Aquivalenzrelation).
Gleichheit x = y auf R b) {(1,1),(1,2),(2,1),(2,2)} auf {1,2}

< auf R d) z—y<laufR

=-8=28=0,51=3 mod4.8=1,-8=6,28=0,51=2 mod 7.

a) {(1,1), (2, 1)} € {1,2,3} x {1,2} b) {(1,1),(1,2)} € {1,2}*

)
)
)
e) Reflexiv, nicht symmetrisch, nicht antisymmetrisch, transitiv, nicht total.
)
)
)

C

) {(1,1),(1,2),(2,1),(2,2)} € {1,2}? d) {(1,1),(2,2)} €{1,2,3} x{1,2}
cos(—?ﬁf) = —%,sin(‘%ﬂ) = %,tan(%) = /3, sin(—{5) = 1;ﬁ3‘

=" 8Sei § = =~ € Qmit n,m € Z, fir e := 7 = % gilt dann @ = ne und b = me. Daher ist
f(z 4+ 25) = sin(az + 27n) + sin(bz + 2wm) = f(z) periodisch mit Periode 2Z.

»,=“ Mit f sind auch die Ableitungen f’, f” periodisch mit derselben Periode p, also auch f(z) +
wf (@)= (1- Z—;) sin(az) und f(z)+ 5 f"(z) = (1— 2—2) sin(bz). Daraus folgt ap = 2mn und bp = 2rm
fiir gewisse n,m € Z, also § = - € Q. O

Aufgabe 34

(1) Ry ist reflexiv, nicht symmetrisch, antisymmetrisch, nicht transitiv, nicht total.

Ry ist nicht reflexiv, symmetrisch, nicht antisymmetrisch, transitiv, nicht total.

R R

(2) Im Graphen wurden reflexive und transitive Kanten zur Ubersichtlichkeit weggelassen. Es gibt 4 Wege

der Lange 6, also 4 sechselementige Ketten in M.
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a) Keine Abbildung (nicht rechtseindeutig), rechtsvollsténdig, nicht linkseindeutig.

b) Abbildung, nicht rechtsvollstandig, linkseindeutig.

c¢) Keine Abbildung (nicht rechtseindeutig), rechtsvollstdndig, nicht linkseindeutig.

d) Keine Abbildung (nicht linksvollstiandig), nicht rechtsvollstindig, linkseindeutig.

e) Abbildung, rechtsvollstandig, nicht linkseindeutig.
)

f) Abbildung, rechtsvollstandig, linkseindeutig.

Aufgabe 35

Fiir zwei Punkte (z1,v1), (72,y2) in der Ebene R? definieren wir die Relationen

a)

a)

b)

(x1,91) < (22,92) & o1 < w2 und y1 < ¥,
(z1,11) <r (22,y2) < Entweder 21 < z2 oder (z1 = x2 und y; < y2).

Die Ordnungsrelation < tbertragt sich komponentenweise: Gilt zum Beispiel (z1,y1) < (x2,y2) und
(z2,y2) < (21,41), also x1 < x9,y1 < Y2, T2 < 1, Y2 < Y1, so folgt aus der Antisymmetrie auf R sowohl
x1 = x9 als auch y; = yo, also (z1,y1) = (22, y2); analog beweist man Reflexivitdt und Transitivitat.

< ist auf R? nicht total, denn es gilt weder (1,2) < (2,1) noch (2,1) < (1,2). O

Stets gilt (z,y) <p (z,y), denn z = x und y < y (Reflexivitdt). Aus (x1,y1) <p (x2,y2) folgt 1 < x9
oder x; = m9, also x1 < x9; zusammen mit (z2,y2) < (z1,y1) gilt auch xo < x1, also 1 = z3. Aus
(x1,11) <1 (21, y2) folgt nun y; < yo und aus (x1,y2) <z (x1,y1) entsprechend yo < y1; also ist y1 = yo
und (z1,y1) = (x2,y2) (Antisymmetrie). Nun gelte (z1,y1) <1, (z2,y2), (x2,92) <r (x3,y3) (%), dann ist
wieder 1 < z2 und z9 < 3, also x1 < x3. Fall 1: 21 < 3. Dann ist nach Definition (x1,y1) <r, (x3,y3).
Fall 2: 1 = z3. Dann ist 1 = 9 = z3 und aus () folgt y1 < y2 < ys, also (z1,y1) <r (21,y3)
(Transitivitdt). Damit ist <; eine Ordnungsrelation. Fiir die Totalitit seien (z1,v1), (72,72) € R2.
Fall 1: 1 # x9. Dann gilt x; < x9 oder x1 > x9, also (z1,y1) <z (x2,y2) oder (z2,y2) <p (z1,y1)-
Fall 2: 1 = x9. Dann gilt y; < y2 oder y2 < y1, also (z1,y1) <p (z1,y2) oder (z1,y2) <r (z1,91). O
<, sortiert wie im Lexikon zuerst nach dem ersten ,Buchstaben“ z, bei Gleichheit nach dem zweiten
»2Buchstaben* y; dasselbe lédsst sich auch fiir Worter der Liange n auf R™ definieren.

< ist vertrdglich mit Addition und Multiplikation: Aus (z1,y1) < (z2,y2) folgt (z1 + z,y1 +y) <
(g + m,y2 + y) fiir alle (x,y) € R2, fiir A > 0 folgt (A\z1, A\y1) < (Awa, Aya).

<, ist ebenfalls mit beiden vertraglich: Aus (z1,y1) <p, (z2,y2) folgt z1+2 < x9+x baw. z1+x = zo+x
und y1 + 2 < Yo+, also (v1+ 2,91 +y) <p (x2+2,y2+y). Fir A = 0ist (0,0) <z, (0,0) immer richtig,
fiir A > 0 folgt A\z1 < Azg bzw. Ax1 = Az und A\y; < Ayg, also ebenfalls (Az1, Ay1) <z (Aze, Ay2). O

(1,91) < (22,y2) bedeutet 21 < 29 und y; < yo. Ist 21 < 2 so folgt (z1,y1) <z (2, ¥2); ist 1 = w2,
so folgt mit y; < yo ebenfalls (z1,y1) < (%1, y2). O

Aufgabe 36

Zum Ereignis A gehoren die Ergebnisse (2,1), (4,1), (9,1), (9,6), (9, 8), die jeweils mit Wahrscheinlichkeit
+ auftreten; also ist P(A > B) = 3. Genauso berechnet man auch P(B > C) = 2 und P(C > A) = 3.

Nein: Obwohl A in dieser Relation zu B steht und B zu C, ist P(A > C) = § < 1.
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Aufgabe 37

fy D, [-], 7 und w3 sind wohldefiniert. id : Ny — N ist nicht linksvollstandig (0 ¢ N), b ist nicht rechtseindeutig
(2 — 2,2 4), g ist nicht linksvollsténdig (g(1) ist nicht definiert), ¢ ist nicht rechtseindeutig (6 — 2,6 ~— 3),
h ist nicht linksvollstéandig (h(1,1) ist nicht definiert).

Aufgabe 38

a) (r—2)2—9=(x+1)(z —5), daher D =R\ {-1,5}.

b) f(z)=a?+4+ % =z24+4— i Die Definitionsliicke z = —1 ist also ein Pol, z = 5 ist hebbar
durch f(5) = 85 . Die Asymptote von f fur r — Foo ist x? 4 4.

¢) Berechne f'(x) = %, esgilt f'(x) >0 23 +222+24+2=(2+2)(2>+1)>0=2+2>0
< x> —2 und genauso mit ,<“. Also ist f streng monoton wachsend auf [-2, —1)U(—1, c0) und streng
monoton fallend auf (—oo, —2|. (An der Stelle z = —2 hat f ein lokales Minimum f(—2) = 12.)

d) f(D) =R, f((—00,—1))¢ = (=00,12) (# f((=00,-1)) =R), f((—=1,0]U][7, )) f(( ,0]) U
f([7,00)) = (-0 ] U192, 00), f1{0}) = {0}, f([12,00)) ﬂf”((0715]) = fi([12, 15]) =
[—3,1—\/€]u[3,1+f]

Aufgabe 40

a) Bs gilt fo(=2) = 5(f(=a) + f(2)) = fyl@), fu(—2) = 5(f(—2) = f(2)) = —fu(z) und fo(z) + fu(z) =
3 2f(2) = f(z). m

b) Aus g+u= fy+ f, folgt g — fg = fu — u. Die linke Funktion ist gerade, die rechte ungerade; beides
ist aber nur die Nullfunktion (f(z) = f(—z) = —f(z) = f(z) =0). Alsoist g — f; = fu —u =0, das
bedeutet f;, = g und f, = u. O

¢) Fiir f(z) = e® ist fy(z) = 3(e® + e%) = cosh(z) und f,(z) = 3(e® — e~®) = sinh(x).

Aufgabe 41

a) Wir berechnen sinh(z) cosh(y) + cosh(z) sinh(y) = (e® — e™®)(e¥ + e7¥) + (e + e ) (e¥ —e7Y) =
1-2(e”tY —e~*7¥) = sinh(z + y) und genauso cosh(xz) cosh(y) + sinh(z) sinh(y) = (e +e%)(e¥ +e7Y)
+1(e® —e ) (e¥ —eY) =% 2(e®TY 4+ e7"7Y) = cosh(z + y). O

b) Aus dem Additionstheorems fiir den Cosinus folgt cos(z) + cos(y) = 2cos(ZE) cos(%72) und daher
cos((n + 1)) + cos((n — 1)¥) = 2 cos(ndd) cos(V).

c) Es ist Ty(cos(?)) = 1,T1(cos(¥)) = cos(d), also To(z) = 1,T1(x) = x. Aus b) folgt T, +1(cos(9)) =
2 cos(¥) cos(n¥)—cos((n—1)9) = 2 cos(¥) Ty, (cos(¥))—T,,—1(cos(1?)), also die Rekursionsformel T}, 1 (x) =
22T, (x) —T,,_1(x) fiir n € N. Damit berechnet man Ty(z) = 222 —1, T3(x) = 22(22% —1) — 2 = 423 — 3.

d) Nach der Rekursionsformel in c) ist 7}, (z) ein Polynom vom Grad n, hat also hochstens n Nullstellen.
Tatséichlich sind die n Zahlen cos(25H7) € [0,1] fiir fiir k € {0,...,n — 1} alle verschieden es gilt
Ty (cos(2EELT)) = cos((2k + 1)%) = 0. O

Aufgabe 39

a) d bewirkt eine Verschiebung in y-Richtung (positiv: nach oben, negativ: nach unten), ¢ eine Verschiebung
in z-Richtung (positiv: nach links, negativ: nach rechts). |b| > 1 bewirkt eine Stauchung, 0 < |b] < 1 eine
Streckung entlang der x-Achse, b < 0 zusétzlich eine Spiegelung an der Geraden x = —c. |a| > 1 bewirkt
eine Streckung, 0 < |a| < 1 eine Stauchung entlang der y-Achse, a < 0 zusétzlich eine Spiegelung an
der z-Achse. Eine Verkettung dieser Parameter baut man von innen nach aufien auf (¢, b, a, d).
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