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Ubungsblatt 3.1

Verstandnisaufgaben
o Welche Anordnungsaxiome sind fiir < und > verletzt? Geben Sie jeweils ein Gegenbeispiel.

o Was wird hier aus den Anordnungsaxiomen hergeleitet? Ergénzen Sie die fehlenden Argumente:

Annahme: 0 > 1. Dann—-1>0=1=(-1)(-1) >0-(-1)=0=1=0.4%0

e Tragen Sie die folgenden Zahlen ohne Taschenrechner auf der Zahlengeraden ein:

14++5 2 1+ /12
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« Schiitzen Sie 8672 mithilfe der Cauchy-Schwarz-Ungleichung ab, indem Sie eine Zerlegung der Form
867 = ac + bd wahlen. Finden Sie eine solche Zerlegung, dass die Ungleichung zur Gleichung wird.

e Seien a,b,c,d € R. Beweisen oder widerlegen Sie die folgenden Aussagen:

a) Der Quotient zweier negativer Zahlen ist positiv.

o

) Die Summe zweier Zahlen ist nur dann nichtpositiv, wenn beide Summanden nichtpositiv sind.
c¢) Es gilt ab > 0 genau dann, wenn a und b dasselbe Vorzeichen haben.

) Aus a < bund ¢ < d folgt a+c < b+d. e) Aus a < b und ¢ < d folgt ac < bd.

f) Aus |a| < |b] folgt |a + ¢ < |b+¢]. g) Aus |a| < [b] folgt |ac| < |bel.

o,

h) Stets ist |a| die groBere der beiden Zahlen a und —a.

i) Es gilt |a| = |b| genau dann, wenn a = b oder a = —b.

)
j) Bs gilt a® < b? < |a| < |b].

Aufgabe 19

a) Aufgrund der Eigenschaften in Satz 3.9(1), (3), (4) nennt man den Betrag eine Norm und definiert die
Distanz d(a,b) := |a — b|. Zeigen Sie nur mithilfe dieser Eigenschaften die Aussagen

e d(a,b) > 0. Dabei ist d(a,b) =0 < a = b. (positiv definit)
o d(a,b) =d(b,a). (Symmetrie)
e d(a,b) < d(a,c)+d(b,c). (Dreiecksungleichung)

b) Beweisen Sie fiir jede Distanz, die die Eigenschaften aus a) hat, die umgekehrte Dreiecksungleichung

|d(a,c) —d(b,c)| < d(a,b).

c) Die Lénge eines Vektors 7 = (7!) € R? ist ||Z]| = \/2? + 23. Zeigen Sie: Diese Lénge ist eine Norm auf
R2, fiir alle #, 7 € R? und X € R gilt also:
o ||Z]| = 0. Dabei ist |7 = 0 < & = (J). (positiv definit)
o [|AZ]] = |A|||Z||. (Homogenitit)
o || Z+ 9 <||Z] + ||7]|- (Dreiecksungleichung)

Interpretieren Sie die Dreiecksungleichung geometrisch.
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Aufgabe 20

Es seien z > % und y < —1. Bestimmen Sie jeweils das kleinste Intervall, in dem die Werte folgender Terme
liegen. Beispiel: Es ist {22 : 2 > 3} = [%,00).

z? 1 1
T s y+1 | ol—z [ o 1 _ 1 C2 2
5 2y 1 497+ 2 y?—1—y log (az—y) sin(z* + y*)
Aufgabe 21
Seien a, b, ¢,d € R. Beweisen Sie die folgenden Ungleichungen und Aussagen:!
a) In Ergénzung zur Dreiecksungleichung: Es ist |a + b| = |a| + |b| genau dann, wenn ab > 0.
b) Stets gilt |[a —b] — |c —d|| < |a—c|+ |b—d].
c) Stets gilt a®> —ab+ %> >0 d) Inc) gilt ,>“ genau dann, wenn a # 0 oder b # 0.
e) Fiir alle & > 0 gilt 2ab < €%a? + 2—2. f) Fiirallee > 0 gilt (a+b)? < (1+&?)a?+ (14 5)b?.
g) Aus a,b > 0 folgt 9+722. h) Aus a,b,c > 0 folgt b+c+ai+c+aL+b>%'
i) Tst bd > 0 und § < §, so folgt § < 3555 < 5.
j) Stets gilt ajag + agaz + ... + ago24a2025 + 202501 < @i + ... + a3p05.
Aufgabe 22
Die Folge %, %, %, %, %, ... hat das Bildungsgesetz a,, = - +1 Es ist naheliegend, dass sich die Folgenglieder a,,

mit wachsendem Folgenindex n einem Grenzwert a = 1 annéhern.
a) Berechnen Sie den Abstand |a, — a| und begriinden Sie, dass er mit wachsendem n beliebig klein wird.
b) Bestimmen Sie einen Index ng, ab dem |a,, — a| < 107 fiir alle n > ng gilt.
c¢) Beweisen Sie: Zu jedem Abstand € > 0 gibt es einen Index ng, sodass |a,, — a| < ¢ fiir alle n > ng gilt.

Bemerkung: Man sagt dazu, die Folge (a,,) konvergiert gegen den Grenzwert a, und schreibt a,, — a (n — 0).

Aufgabe 23
Zu Zahlen aq, ..., a, € R definieren wir das arithmetische, geometrische und harmonische Mittel:
A, yan) = B F0 G, an) = Yar o an, Hlanan) =
n ot ta
Geometrisches und harmonisches Mittel sind nur im Fall ay,...,a, = 0 erklart; ist eine der Zahlen a4, ..., a,
gleich Null, so setzen wir H(aq,...,a,) := 0.
a) Berechnen Sie die drei Mittel, Minimum und Maximum der Zahlen a = 1,b = 2, ¢ = 3v/2.
b) Zeigen Sie fiir die Zahlen aus a) die Ungleichungen
min{a,b,c} < H(a,b,c) < G(a,b,c) < A(a,b,c) < max{a,b,c}.
c) Zeigen Sie allgemein fiir zwei Zahlen a,b > 0 die Ungleichungen
min{a,b} < H(a,b) < G(a,b) < A(a,b) < max{a, b}.
Was konnen Sie folgern, wenn eine dieser Ungleichungen eine Gleichung ist?
Bemerkung: Diese Ungleichungen gelten allgemeiner fir die Mittelwerte von n Zahlen aq,...,a, = 0.

d) Begriinden Sie die folgenden Aussagen:
e Der Kehrwert des harmonischen Mittels ist das arithmetische Mittel der Kehrwerte.
e Der Logarithmus des geometrischen Mittels ist das arithmetische Mittel der Logarithmen.
e Alle drei Mittelwerte sind homogen, d.h. fiir A > 0 gilt
M(Aay, ..., ap) =AM (aq,...,a,).

'Die Aussagen e) und f) sind gewichtete Versionen von Satz 3.5(3), setze ¢ = 1.

Vorkurs Mathematik — Ubungsblatt 3.1



Aufgabe 24

Das quadratische Mittel und die Standardabweichung von aq, ..., a, € R sind definiert durch

a?+ ...+ a? —3 —
Qlat, ... ap) =L 1"~ " > Vi —a)2+ ...+ (a, —a) |
Vvn NG
wobei @ = A(ay, ..., a,) das arithmetische Mittel bezeichnet.

a) Berechnen Sie quadratisches Mittel und Standardabweichung der Zahlen a = 1,b = 2,¢ = 3v/2 und
verifizieren Sie die Gleichung Q(a, b, c)? = o2 + a@>.

b) Zeigen Sie fiir a,b > 0 allgemein, dass A(a,b) < Q(a,b) < max{a, b}.
¢) Was konnen Sie iiber die Zahlen ay, ..., a, folgern, wenn o = 0 ist?

d) Zeigen Sie allgemein die Gleichung Q(ay, ..., a,)? = o2 + a>.

Aufgabe 25

Beweisen Sie die folgenden Aussagen fiir alle Zahlen a,b,c € R und A > 0:

—max{a,b} = min{—a, —b} max{a, b, c} = max{max{a, b}, c}
max{a, b} + ¢ = max{a + ¢,b + ¢} max{Aa, A\b} = Amax{a,b}
max{a,b} <c<a<cund b< ¢ max{a,b} > c< a>coderb>c

Formulieren Sie zu jeder Aussage analoge Aussagen fiir n Zahlen aq, ..., a, und fir das Minimum.
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