Vorkurs Mathematik WS 2025/26
A\ Abteilung fiir Didaktik

Karlsruher Institut fiir Technologie Wolf Wechinger, M. Sc.
Ubungsblatt 2 — Losungshinweise

Verstandnisaufgaben
® NOa Nv Nv Ra Q7 Za Ra R.

o Die Menge aller Quadratzahlen. Die Menge aller Vielfachen von 5. Die Potenzmenge von {1,2,3,4,5}.
Die Menge aller Intervalle mit ganzzahligen Endpunkten. Die Menge aller positiven Briiche. Die irra-
tionalen Zahlen. Die kleinere Zahl aller Primzahlzwillinge. Die zy-Ebene im R3.

e a) {reR:22€Q} b) {(z,y,2) ER3: 22 + 4> + 22 < 1}
c) {x€Z: 2z} U{zeZ:3|z} d) {f(z) =323 —2+C:CeR}
e) [-1,2] x [-1,1] x [0,1] f) {3k+1:keZ}

g) {z1...2s:x;€{a,...,2,A,...,2,0,...,9} firi = 1,...,8} (Kardinalitit (26 + 26 + 10)®)
h) {(z,9) €R?:Ir>0:22+ (y—1)2 = (z - 1) +9?> =72} = {(z,7) : z € R} (Gerade y = )
o {1,2,3,4,5,6,7}, {5 :n € No}, {5,3,1,—1,...}, {2 :neN}.

n+l
. c C, ; keine G, ;
=,C SNERS: € €
keine € c.S = C
. A 0 0 A
{a} A x {a} {a} A
0 R {8} (0,2)

o Die Und-Verkniipfung zweier Ungleichungen = > a,z < b ist entweder unerfiillbar (@), von der Form
x> a>a ([a,00)), von der Form 2 < b < b ((—o0,b]) oder von der Form a < = < b ([a, b]); dasselbe
gilt entsprechend fiir echte Ungleichungen >, <. Fiir die Oder-Verkniipfung gilt das nicht, zum Beispiel
ist [0,1] U [2, 3] kein Intervall.

e Wir nennen das Objekt M; gilt dann M € M? Falls ja, gibt es kein y, sodass y € M und M € y gilt;
das ist ein Widerspruch zu M € M. Falls nein, gibt es ein y mit M € y und y € M; das bedeutet
y ¢ M, ebenfalls ein Widerspruch.

Aufgabe 11 "
a) 500, 12, 15, 99, 3, 0.
b) P(P({1})) = P{0, {1}}) = {0, {0}, {{1}}, {0.{1}}}, v‘v
Kardinalitit 22 = 4. A B
c) A=1{2,4,6,7}, B=1{1,3,5,7},C ={1,2,5,7,8}. '

Aufgabe 12
a) Uber N: £ =0, iiber Z: £ = {—1}, iiber Q und R: £ = {-1,3}.

b) Fiir a # 0 ist die Gleichung eindeutig 16sbar (£ = {—% ). Fir a = 0 ist die Gleichung im Fall b # 0
unlosbar (£ = (), im Fall b = 0 allgemeingiiltig (£ = Q).

c¢) Die Gleichung ist genau dann losbar, wenn a|b; dann ist at = —b und £ = {¢}. Im Fall a = b = 0 erfiillt
das jedes t € Z und es ist L = Z.

d) Die Gleichung ist stets unlosbar (£ = (}), da die Summe zweier Zahlen ax,b > 0 nie Null sein kann.
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Aufgabe 13

(1) A=[1,00),B=0,C =R, D
Langen: |B| =0, |D| =1, |E|

(—1,0), E=1[0,3], F = [0,5), G = [-2,2], H = (—o0, 1).
3, |F| =5, |G| = 4.

°oH

. Y&
4 o °oF
C Do—3 °E
+ + + A= + b
-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
(2) [0, 2] (2, 00) 0 0
R 0 (—1,5) (—1,1)

Aufgabe 14
@n)c
a) Seix € A, aus A C B folgt € B, aus B C C folgt z € C; alsoist A C C. O

Das entspricht dem Aneinanderhédngen von Implikationen, siehe die letzte
Versténdnisaufgabe auf Blatt 1.

b) Seiz € B, wegen BC AUB=AUC ist dann x € Aoder z € C. Ausxz € Afolgt x € ANB=ANC,
also auch z € C. Damit ist B C C; durch Vertauschen von B und C folgt auch C C B, also B = C. U

c) Es gilt {1,2} \ {1} = {2}, aber {1} \ {1,2} = 0. Genauso ist {1,2} \ ({1,2} \ {1}) = {1}, aber

(1,20 \{1,2) \ {1} = 0. m
d) ,=“ Sei M € P(A), also M C A. Aus A C B folgt dann M C B, also M € P(B).
,<=“ Esist A€ P(A) CP(B),also AC B. O

e) Die erste Aussage ist wahr: X €¢ P(ANB) < X CANB& X CAANX CB& X € P(A)NP(B).!
Die zweite Aussage ist falsch, es gilt nur ,O“ Zum Beispiel ist {1,2} € P({1} U {2}), aber weder
{1,2} € P({1}) noch {1,2} € P({2}).

Die dritte Aussage ist wahr: (z,y) € (A x B)N(C x D) & ((z,y) € Ax B)A((z,y) € C x D) &
reANyeBANzeCANyeD s (xec ANC)N(ye BND) & (z,y) € (ANC) x (BN D).

Die vierte Aussage ist falsch, es gilt nur ,,C“: Zum Beispiel liegt (1,1) in ({1} U{2}) x ({2} U{1}), aber
weder in {1} x {2} noch in {2} x {1}. O

f) < ist klar. Fir ,=* sei (a,b) = (¢,d), also {{a},{a,b}} = {{c}, {c,d}}. Wegen {a} € {{c},{c,d}} ist
{a} = {c} oder {a} = {c,d}, jedenfalls ¢ € {a} und daher a = c¢. Genauso ist {a,b} gleich {c} = {a}
oder gleich {c,d} = {a,d}, daraus folgt b = a oder b = d. Auch im ersten Fall ist {a,b} = {a} und
daher d € {a} = {b}; damit ist b = d gezeigt. O

Aufgabe 16

a) ,C“ Ist z € UneN[%, 1], so gibt eseinn € Nmit 1 >z > % >0, d.h. z € (0,1].
522 Sei 0 <z <1 Dann ist 0 < 1 < % und nach dem Archimedischen Axiom gibt es ein n € N mit

0 < 1 < n. Das bedeutet 0 < z < 2, also z € [2,1] C Upenl2, 1] O
b) Ist k € {0,...,n} und N C M mit k Elementen, so ist natiirlich N € P(M); das zeigt ,,C“. Wegen
n > 0 gibt es aber auch noch Teilmengen mit einer anderen Anzahl an Elementen; das zeigt ,,;Cé“. O

c) Esist #{N C M : #N = k} = (}), denn es gibt genau (}}) Moglichkeiten, #N = k aus #M = n
Elementen auszuwihlen. Genauso ist #P(M) = 2#M = 27 denn jedes Element von M liegt entweder
in einer Teilmenge N C M oder nicht. Aus der echten Inklusion in b) folgt daher (}) < 2". O

d) Die Zahl n! + 1 hat nach der Primfaktorzerlegung mindestens einen Primteiler p (vielleicht ist sie
selbst prim). Aber keine der Zahlen 2,3,...,n ist ein Teiler von n! + 1, p liegt also nicht in {1,...,n}.
(Tatséchlich gilt das fiir jeden Primteiler, d.h. {p € P:p|(n!+ 1)} Nn{1,...,n} =0.) O

e) Zu jedem n € N gibt es nach d) eine Primzahl p > n, ndmlich einen Primteiler von n! 4+ 1. Da N
unendlich ist, muss also auch P unendlich sein. O

!Man vergleiche dies mit der letzten Verstindnisaufgabe auf Blatt 1.
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Aufgabe 17

a) AAB entspricht ,Entweder A oder B“
b) Man berechnet mit De Morgan, den Distributivgesetzen fiir A,V und der Tautologie z € AV z ¢ A

r€(AUB)\(ANB)e (r€c AVzeB)Azc ANz eB&s (x€c AVee B)AN(x ¢ AVx ¢ B)
S (reANz¢B)V(re BANr ¢ A) < x e AAB,

das bedeutet AAB = (AU B) \ (AN B). Weiter ist AAA = (), AAQ) = A und es gilt AAB = () &
A\B=B\A=0o ACBCA& A=B. O
¢) Das Kommutativgesetz AAB = (AUB)\(ANB) = BAA ist klar. Fiir das Assoziativgesetz (AAB)AC =
AA(BAC) uberlegen wir uns: z € (AAB)AC ist dquivalent zu
(xeAx¢Bx¢C)V(r¢gAreBx¢C)V(recAreBrzeC)V(z¢gAax¢ Brel).

Dieser Ausdruck ist aber symmetrisch in A, B, C, also dquivalent zu z € (BAC)AA. O
d) Die ersten beiden Distributivgesetze sind wahr: Wie in ¢) ist z € (AN C)A(B N C) dquivalent zu

(xe ANC,x¢ BNC)V(r ¢ AnC,x € BNC)
S@xeAnCxz¢B)V(reANCx ¢ C)V(r¢ A xe BNC)V (z ¢ C,x e BNCO)
S xeArzeCar¢B)V(x¢gAzxeBrel)sre(AAB)NC,

beachte die Kontradiktion x € C,z ¢ C. Genauso ist z € (AAC) N (BAC) dquivalent zu

(zeAdz¢C)V(e¢gAzeO)AN(zreB,x¢C)V(x¢ B,xel))
SrxeAdrd¢CreB)V(¢gAzxeCa¢B)exe(ANB)AC. O

Das dritte und vierte Gesetz sind falsch: Zum Beispiel fiir A = C = {1} und B = () ist

(AAB)UC = {1}, aber (AUC)A(BUC) =0.
(AU B)AC =0, aber (AAC) U (BAC) = {1}.

Aufgabe 18
a) Q=1{1,2,...,20} ist der Ergebnisraum und A = {1,2,...,10}, B = {2,4,...,20}.

b) AN B: Es wird eine gerade Zahl kleiner-gleich 10 gewiirfelt.
A\ B: Es wird eine ungerade Zahl kleiner-gleich 10 gewiirfelt.
A3: Es wird dreimal hintereinander eine Zahl kleiner-gleich 10 gewiirfelt. (Der Ergebnisraum ist 3.)

c) Wir zihlen die Elemente in A3 U C: #A43 = (#A4)3 = 103. Hinzu kommen die Elemente in C'\ A3, bei
denen entweder genau 1,2 oder 3 Wiirfel grofier als 10 sind: (i’) -4-10%+ (g) “(342+1)-10+ (g) “(3+1).
Damit betragt die gesuchte Wahrscheinlichkeit

149

P(A3UC) = (10° +12-10% + 18 - 10 + 4)/ 20° = 00 = 29:8%.
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Aufgabe 15
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