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Leitgedanken



Worum es mir heute wirklich geht

Zentrale Leitfrage
Was bedeutet es, wenn wir aus einer Stichprobe

auf die Grundgesamtheit schließen?

Vier Eckpfeiler meines Ansatzes

• Unterscheide streng: Modell vs. Realisation.

• Unterscheide streng: Zufallsgröße X (Modell) vs. Realisation x (Realität).

• Nutze: Handlungen, Bilder und Gedankenexperimente, um Unsicherheit verständlich
zu machen - vor dem Erlernen formaler Verfahren.

• Suche: Anschlussfähigkeit zur Universität, ohne die formale Bildungsbarriere unnötig
zu erhöhen - Strukturen sichtbar machen, nicht die technische Oberfläche.
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Zwei Seiten einer Medaille

Was beide verbindet: dieselbe Stichprobe, dieselben Daten – nur die andere Frage.

Hypothesentest

Ist dieses p plausibel?

Konfidenzintervall

Welche p sind plausibel?
↔

Der Test auf Niveau α verwirft H0 ⇐⇒ p0 /∈ KI

R. Vehling Hypothentest und Konfidenzintervalle 3/5



Zwei Seiten einer Medaille

Was beide verbindet: dieselbe Stichprobe, dieselben Daten – nur die andere Frage.

Hypothesentest

Ist dieses p plausibel?

Konfidenzintervall

Welche p sind plausibel?
↔

Der Test auf Niveau α verwirft H0 ⇐⇒ p0 /∈ KI

R. Vehling Hypothentest und Konfidenzintervalle 3/5



Zwei Seiten einer Medaille

Was beide verbindet: dieselbe Stichprobe, dieselben Daten – nur die andere Frage.

Hypothesentest

Ist dieses p plausibel?

Konfidenzintervall

Welche p sind plausibel?
↔

Der Test auf Niveau α verwirft H0 ⇐⇒ p0 /∈ KI

R. Vehling Hypothentest und Konfidenzintervalle 3/5



Zwei Seiten einer Medaille: Realität, Modell, Modelle

Realität

Stichprobe
x, h

Modell
Parameter p fix, aber nicht sichtbar

Zufallsgrößen:
X ∼ Bin(n,p), H = X/n

Prognoseintervalle
(Zollstock)

Hypothesentest

Ist p0 plausibel?

Konfidenzintervall

Welche p sind mit h vereinbar?
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Leitprinzip der gesamten Inferenz

Trenne Modell und Realität messerscharf!

Modellwelt

• beschreibt Zufallsgrößen (z. B. H = X/n)
• stellt Wahrscheinlichkeiten, Verteilungen und Prognoseintervalle bereit
• lebt vor der Stichprobenziehung

Datenwelt

• enthält die beobachtete Realisation (z. B. h = x/n)
• ist das, was tatsächlich passiert ist
• beginnt nach der Stichprobenziehung
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Ein Konfidenzintervall ist nicht erfahrungsbasiert, es ist

• kein Erfahrungsurteil.
• kein Glaubensmaß
• keine subjektive Unsicherheit
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• kein Glaubensmaß
• keine subjektive Unsicherheit

... sondern ...
eine Eigenschaft eines Zufallsexperiments unter einem Modell.
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Ein Konfidenzintervall ist nicht erfahrungsbasiert, es ist

• kein Erfahrungsurteil.
• kein Glaubensmaß
• keine subjektive Unsicherheit

... sondern ...
eine Eigenschaft eines Zufallsexperiments unter einem Modell.

Erfahrung motiviert Modelle.

Konfidenzintervalle sind Aussagen über Verfahren innerhalb eines Modells.
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Prognoseintervalle



Der Zollstock als rücktransformierte Normalapproximation
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Der Zollstock als rücktransformierte Normalapproximation

0 20 40 60 80 100
k

0.00

0.05

0.10

0.15

0.20

0.25

W
ah

rs
ch

ei
nl

ich
ke

it 
/ D

ich
te

Binomialverteilung und Normalapproximation; p=0.6
n=10
n=30
n=50
n=80
n=110
n=150

4 3 2 1 0 1 2 3 4
z = (k )/

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

Di
ch

te

Standardisierung (n=110, p=0.6)
N(0,1)
Bin(n,p) standardisiert

R. Vehling Hypothentest und Konfidenzintervalle 7/5



Der Zollstock als rücktransformierte Normalapproximation

0 20 40 60 80 100
k

0.00

0.05

0.10

0.15

0.20

0.25

W
ah

rs
ch

ei
nl

ich
ke

it 
/ D

ich
te

Binomialverteilung und Normalapproximation; p=0.6
n=10
n=30
n=50
n=80
n=110
n=150

4 3 2 1 0 1 2 3 4
z = (k )/

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

Di
ch

te

Standardisierung (n=150, p=0.6)
N(0,1)
Bin(n,p) standardisiert

R. Vehling Hypothentest und Konfidenzintervalle 7/5



Der Zollstock als rücktransformierte Normalapproximation

0 20 40 60 80 100
k

0.00

0.05

0.10

0.15

0.20

0.25

W
ah

rs
ch

ei
nl

ich
ke

it 
/ D

ich
te

Binomialverteilung und Normalapproximation; p=0.6
n=10
n=30
n=50
n=80
n=110
n=150

0 20 40 60 80 100
k

0.00

0.05

0.10

0.15

0.20

0.25

W
ah

rs
ch

ei
nl

ich
ke

it 
/ D

ich
te

Binomialverteilung und Normalapproximation; p=0.6
n=10
n=30
n=50
n=80
n=110
n=150

4 3 2 1 0 1 2 3 4
z = (k )/

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

Di
ch

te

Standardisierung (n=150, p=0.6)
N(0,1)
Bin(n,p) standardisiert

R. Vehling Hypothentest und Konfidenzintervalle 7/5



Der Zollstock als rücktransformierte Normalapproximation

0 20 40 60 80 100
k

0.00

0.05

0.10

0.15

0.20

0.25

W
ah

rs
ch

ei
nl

ich
ke

it 
/ D

ich
te

Binomialverteilung und Normalapproximation; p=0.6
n=10
n=30
n=50
n=80
n=110
n=150

0 20 40 60 80 100
k

0.00

0.05

0.10

0.15

0.20

0.25

W
ah

rs
ch

ei
nl

ich
ke

it 
/ D

ich
te

Binomialverteilung und Normalapproximation; p=0.6
n=10
n=30
n=50
n=80
n=110
n=150

4 3 2 1 0 1 2 3 4
z = (k )/

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

Di
ch

te

Standardisierung (n=150, p=0.6)
N(0,1)
Bin(n,p) standardisiert

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Anteil h = k/n

0

2

4

6

8

10

Di
ch

te

Prognoseintervall ( Zollstock ) für H=X/n (n=10, p=0.6)
Normalapproximation
Zollstock
diskrete Dichte von H = X/n

R. Vehling Hypothentest und Konfidenzintervalle 7/5



Der Zollstock als rücktransformierte Normalapproximation
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Der Zollstock als rücktransformierte Normalapproximation
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Der Zollstock als rücktransformierte Normalapproximation
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Prognoseintervall - der Zollstock

Ein 95%-Prognoseintervall zu einer Trefferwahrscheinlichkeit p ist ein Intervall, in das die
zufällige Trefferanzahl X bzw. die zufällige Trefferhäufigkeit H = X/n bei einem bevorstehenden
Bernoulliexperiment gegebener Länge n mit einer Mindestwahrscheinlichkeit 95% fällt.
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Prognoseintervalle schauen in die Zukunft. Man schließt mit ihnen vom Modell (der
Wahrscheinlichkeit) auf die Realität (relative Häufigkeit).

Bei gegebener Trefferwahrscheinlichkeit p liegt die zufällige Trefferhäufigkeit H = X/n mit ca. 95%
Sicherheit im Prognoseintervall[

p− 1,96

√
p(1− p)
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Prognoseintervalle - Denken in Verteilungen

Für eine binomialverteilte Zufallsgröße X gilt: n = 10 000; p = 0,5.

Finden Sie Aufgaben der Form P(X = k); P(X ≤ k); P(X ≥ k); P(a ≤ X ≤ b), . . . .
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Für eine binomialverteilte Zufallsgröße X gilt: n = 10 000; p = 0,5.

Finden Sie Aufgaben der Form P(X = k); P(X ≤ k); P(X ≥ k); P(a ≤ X ≤ b), . . . .
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Idee (ohne Rechner): µ = n · p = 5000; σ =
√
10000 · 0,5 · 0,5 = 50; 2σ = 100

Folgerung: In ca. 95% aller zukünftigen Fälle gilt: 4900 ≤ X ≤ 5100.
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Prognoseintervalle: absolut und relativ - Normierung liefert Einsichten

Absolutes Prognoseintervall für X[
n·p− z

√
np(1− p), n·p+ z

√
np(1− p)

]
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k

absolutes Prognoseintervall für X
X Bin(n,p):  n = 80, p = 0.63, = 0.95

95%-PI [41.936 ; 58.864] | Äquivalent: 42  X  58

Relatives Prognoseintervall für H = X/n[
p− z

√
p(1− p)/n, p+ z

√
p(1− p)/n

]
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h

relatives Prognoseintervall für H = X/n
X Bin(n,p):  n = 80, p = 0.63, = 0.95

95%-PI [0.524 ; 0.736] | Äquivalent: 42
80 H 58

80

Lineare Transformation H = X
n . Skalierung ändert die Darstellung, nicht die Struktur.

Normierung ist eine lineare Transformation - das 1/
√
n-Gesetz wird sichtbar.
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Hypothesentest



Ein Hypothesentest entscheidet, ob beobachtete Daten unter
Annahme von H0 ungewöhnlich sind.



Die Entscheidungsregel wird vor den Daten festgelegt.



Zeitliche Ordnung eines Tests

1. Vor der Stichprobe: Modell, Signifikanzniveau und
Entscheidungsregel werden festgelegt.

2. Dann: Die Stichprobe wird erhoben.
3. Danach: Die festgelegte Regel wird auf die Daten
angewendet.



Gedankenexperiment eines Tests:

Wie ungewöhnlich wären diese Daten,
wenn H0 gegolten hätte?



Testen bewertet Daten – nicht die Wahrheit.



Hypothesentests - ganz schön verwirrend, trotz Diagramm
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Hypothesentests, nur der zweiseitige Test - viel klarer
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Modell - Setzung - Style - Ausgabe - Interpretation
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Modell - Setzung - Style - Ausgabe - Interpretation

20 30 40 50 60
Anzahl der Erfolge k

0.00
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0.03

0.04
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0.06

0.07

0.08

P(
X

=
k)

Stichprobenverteilung
Binomialmodell: n = 100, p0 = 0.4

K = {0, , 30} {51, , 100}   |   kobs = 51, p-Wert = 0.032

Erwartungswert E(X) = 40
Ablehnungsbereich ( = 0.05)
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Trennung von Modell und Realität - außerhalb der Schule

0 10 20 30 40 50
Tag der Pandemiewelle (56 Tage)

0

250

500

750

1000

1250

1500

1750

2000

Fä
lle

 p
ro

 Ta
g 

je
 1

00
00

0

Bezugsgröße: 100 000 Personen · Erkrankungsrate: 30 %
Peak-Zeitpunkt p = 0.40 der Wellenlänge · Modellillustration (keine Beobachtungsdaten)

Referenz: Ø = 535.7 Fälle/Tag
Modell: R=2.0 (Peak/Ø), Peak Tag 22
Modell: R=2.5 (Peak/Ø), Peak Tag 22
Modell: R=3.0 (Peak/Ø), Peak Tag 22

Modellierte zeitliche Verteilung der Erkrankungen
Referenzmodell der Hochphase (Wellenlänge: 8 Wochen)
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Die Power eines Tests - Grundwissen (wäre schön)
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Die Power eines Tests - Grundwissen (wäre schön)

Die Power eines Testes

• Die Power beschreibt die Leistungsfähigkeit eines Tests – nicht die Relevanz eines Effekts.

• Relevanz ist keine stochastische Kategorie - sie gehört zur Fragestellung, nicht zum Test.

• Ob ein Effekt relevant ist, entschiedet nicht der Test, sondern der Kontext der Fragestellung.

• Mit genügend großem Stichprobenumfang kann jeder noch so kleine Unterschied statistisch
auffällig werden.

• Ein großes n macht Tests empfindlich, nicht unbedingt wichtiger.

R. Vehling Hypothentest und Konfidenzintervalle 19/5



Die Power eines Tests - Grundwissen (wäre schön)
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• Die Power beschreibt die Leistungsfähigkeit eines Tests – nicht die Relevanz eines Effekts.

• Relevanz ist keine stochastische Kategorie - sie gehört zur Fragestellung, nicht zum Test.

• Ob ein Effekt relevant ist, entschiedet nicht der Test, sondern der Kontext der Fragestellung.

• Mit genügend großem Stichprobenumfang kann jeder noch so kleine Unterschied statistisch
auffällig werden.

• Ein großes n macht Tests empfindlich, nicht unbedingt wichtiger.

Die Power (Teststärke) eines zweiseitigen Binomialtests beschreibt die Wahrscheinlichkeit, die
Nullhypothese H0 : p = p0 korrekt abzulehnen, wenn eine bestimmte Alternativhypothese
H1 : p = p1; (p1 6= p0) wahr ist.

Power = P(X ≤ ku|p1) + P(X ≥ ko|p1), K = {0, . . . , ku} ∪ {ko, . . . ,n}
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Die Power ohne Formeln – mit Spiegelung und Denken in Verteilungen
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Die Power ohne Formeln – mit Spiegelung und Denken in Verteilungen
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Die Power ohne Formeln – mit Spiegelung und Denken in Verteilungen
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Die Power ohne Formeln – mit Spiegelung und Denken in Verteilungen
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Die Power ohne Formeln – mit Spiegelung und Denken in Verteilungen
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Die Power ohne Formeln – mit Spiegelung und Denken in Verteilungen
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Die Power ohne Formeln – mit Spiegelung und Denken in Verteilungen
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Die Power ohne Formeln – mit Spiegelung und Denken in Verteilungen
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Die Power ohne Formeln – mit Spiegelung und Denken in Verteilungen
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Die Power ohne Formeln – mit Spiegelung und Denken in Verteilungen
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Die Power ohne Formeln – mit Spiegelung und Denken in Verteilungen
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Powerfunktion gn(p) = Pp(X ∈ K) - Wahrscheinlichkeitsmasse von p in K

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Wahrer Parameter p
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Powerfunktion des Tests
Zweiseitiger Binomialtest: H0 : p = 0.4, H1 : p 0.4, n = 100, = 0.05

K = {0, , 30} {51, , 100}   |   Beispiel: p = 0.26 g100(0.26) = 0.847

R. Vehling Hypothentest und Konfidenzintervalle 21/5



Powerfunktion gn(p) = Pp(X ∈ K) - Wahrscheinlichkeitsmasse von p in K
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Powerfunktion des Tests
Zweiseitiger Binomialtest: H0 : p = 0.4, H1 : p 0.4, n = 100, = 0.05

K = {0, , 30} {51, , 100}   |   Beispiel: p = 0.3 g100(0.3) = 0.549
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Powerfunktion gn(p) = Pp(X ∈ K) - Wahrscheinlichkeitsmasse von p in K
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Powerfunktion des Tests
Zweiseitiger Binomialtest: H0 : p = 0.4, H1 : p 0.4, n = 100, = 0.05

K = {0, , 30} {51, , 100}   |   Beispiel: p = 0.32 g100(0.32) = 0.378
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Powerfunktion gn(p) = Pp(X ∈ K) - Wahrscheinlichkeitsmasse von p in K
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Powerfunktion des Tests
Zweiseitiger Binomialtest: H0 : p = 0.4, H1 : p 0.4, n = 100, = 0.05

K = {0, , 30} {51, , 100}   |   Beispiel: p = 0.44 g100(0.44) = 0.098
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Powerfunktion gn(p) = Pp(X ∈ K) - Wahrscheinlichkeitsmasse von p in K
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Powerfunktion des Tests
Zweiseitiger Binomialtest: H0 : p = 0.4, H1 : p 0.4, n = 100, = 0.05

K = {0, , 30} {51, , 100}   |   Beispiel: p = 0.48 g100(0.48) = 0.308
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Powerfunktion gn(p) = Pp(X ∈ K) - Wahrscheinlichkeitsmasse von p in K
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Powerfunktion des Tests
Zweiseitiger Binomialtest: H0 : p = 0.4, H1 : p 0.4, n = 100, = 0.05

K = {0, , 30} {51, , 100}   |   Beispiel: p = 0.6 g100(0.6) = 0.973
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Powerfunktion und Spiegelung
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Powerfunktion des Tests
Zweiseitiger Binomialtest: H0 : p = 0.4, H1 : p 0.4, n = 100, = 0.05

K = {0, , 30} {51, , 100}   |   Beispiel: p = 0.32 g100(0.32) = 0.378
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Powerfunktion und Spiegelung

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Wahrer Parameter p

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

Po
we

r g
n(

p)

Powerfunktion des Tests
Zweiseitiger Binomialtest: H0 : p = 0.4, H1 : p 0.4, n = 100, = 0.05

K = {0, , 30} {51, , 100}   |   Beispiel: p = 0.32 g100(0.32) = 0.378

20 30 40 50 60
Anzahl der Erfolge k

0.075

0.050

0.025

0.000

0.025

0.050

0.075

P(
X

=
k)

H0 : p = 0.4
H1 : p = 0.32

R. Vehling Hypothentest und Konfidenzintervalle 22/5



Ein Modell – zwei digitale Perspektiven

GeoGebra & Python – zwei Werkzeuge, ein Modell

GeoGebra Schulnah, interaktiv und zeilenorientiert, sofort sichtbare Objekte

Python Präzise, reproduzierbar, ideal für Simulation und professionelles Arbeiten

GeoGebra: Diskrete Powerfunktion Python: Diskrete Powerfunktion

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Wahrscheinlichkeit p

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

g n
(p

)=
P p

(X
K) H0 : p = 0, 28; H1 : p 0, 28

Modell: X Bin(100, 0, 28)
K = {0, , 18} {38, , 100}
g100(p) : = p(X 18) + p(X 38)
p = 0, 36 g100(0, 36) = 0, 374

Zweiseitiger Binomialtest: H0 : p = p0 = 0, 28, H1 : p p0
n = 100, = 0, 05, K = {0, , 18} {38, , 100}

g100(p) = p(X K)

Didaktische Leitidee: GeoGebra zum Verstehen – Python zum Produzieren.
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Planung des Stichprobenumfangs – sinnvoll probieren

Ausgangsfrage: Wie groß muss der Stichprobenumfang n mindestens sein, damit ein Test
auf Niveau α = 0,1 für H0 : p ≤ 0,5 gegen H1 : p > 0,5 mit Wahrscheinlichkeit γ = 0,9 die
richtige Entscheidung (H1 trifft zu) gibt, falls p = 0,6 gilt?

R. Vehling Hypothentest und Konfidenzintervalle 24/5



Planung des Stichprobenumfangs – sinnvoll probieren

Ausgangsfrage: Wie groß muss der Stichprobenumfang n mindestens sein, damit ein Test
auf Niveau α = 0,1 für H0 : p ≤ 0,5 gegen H1 : p > 0,5 mit Wahrscheinlichkeit γ = 0,9 die
richtige Entscheidung (H1 trifft zu) gibt, falls p = 0,6 gilt?

Grafiken können helfen…
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Planung des Stichprobenumfangs – sinnvoll probieren

Ausgangsfrage: Wie groß muss der Stichprobenumfang n mindestens sein, damit ein Test
auf Niveau α = 0,1 für H0 : p ≤ 0,5 gegen H1 : p > 0,5 mit Wahrscheinlichkeit γ = 0,9 die
richtige Entscheidung (H1 trifft zu) gibt, falls p = 0,6 gilt?
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Powerfunktion des Tests
Zweiseitiger Binomialtest: H0 : p = 0.5, H1 : p 0.5, n = 20, = 0.2

K = {0, , 6} {14, , 20}   |   Beispiel: p = 0.6 g20(0.6) = 0.256
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Planung des Stichprobenumfangs – sinnvoll probieren

Ausgangsfrage: Wie groß muss der Stichprobenumfang n mindestens sein, damit ein Test
auf Niveau α = 0,1 für H0 : p ≤ 0,5 gegen H1 : p > 0,5 mit Wahrscheinlichkeit γ = 0,9 die
richtige Entscheidung (H1 trifft zu) gibt, falls p = 0,6 gilt?
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Powerfunktion des Tests
Zweiseitiger Binomialtest: H0 : p = 0.5, H1 : p 0.5, n = 40, = 0.2

K = {0, , 15} {25, , 40}   |   Beispiel: p = 0.6 g40(0.6) = 0.444

R. Vehling Hypothentest und Konfidenzintervalle 24/5



Planung des Stichprobenumfangs – sinnvoll probieren

Ausgangsfrage: Wie groß muss der Stichprobenumfang n mindestens sein, damit ein Test
auf Niveau α = 0,1 für H0 : p ≤ 0,5 gegen H1 : p > 0,5 mit Wahrscheinlichkeit γ = 0,9 die
richtige Entscheidung (H1 trifft zu) gibt, falls p = 0,6 gilt?
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Powerfunktion des Tests
Zweiseitiger Binomialtest: H0 : p = 0.5, H1 : p 0.5, n = 80, = 0.2

K = {0, , 33} {47, , 80}   |   Beispiel: p = 0.6 g80(0.6) = 0.637

R. Vehling Hypothentest und Konfidenzintervalle 24/5
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auf Niveau α = 0,1 für H0 : p ≤ 0,5 gegen H1 : p > 0,5 mit Wahrscheinlichkeit γ = 0,9 die
richtige Entscheidung (H1 trifft zu) gibt, falls p = 0,6 gilt?
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Powerfunktion des Tests
Zweiseitiger Binomialtest: H0 : p = 0.5, H1 : p 0.5, n = 160, = 0.2

K = {0, , 71} {89, , 160}   |   Beispiel: p = 0.6 g160(0.6) = 0.887
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Planung des Stichprobenumfangs – sinnvoll probieren

Ausgangsfrage: Wie groß muss der Stichprobenumfang n mindestens sein, damit ein Test
auf Niveau α = 0,1 für H0 : p ≤ 0,5 gegen H1 : p > 0,5 mit Wahrscheinlichkeit γ = 0,9 die
richtige Entscheidung (H1 trifft zu) gibt, falls p = 0,6 gilt?
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Powerfunktion des Tests
Zweiseitiger Binomialtest: H0 : p = 0.5, H1 : p 0.5, n = 320, = 0.2

K = {0, , 148} {172, , 320}   |   Beispiel: p = 0.6 g320(0.6) = 0.990
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Planung des Stichprobenumfangs – sinnvoll probieren

Ausgangsfrage: Wie groß muss der Stichprobenumfang n mindestens sein, damit ein Test
auf Niveau α = 0,1 für H0 : p ≤ 0,5 gegen H1 : p > 0,5 mit Wahrscheinlichkeit γ = 0,9 die
richtige Entscheidung (H1 trifft zu) gibt, falls p = 0,6 gilt?
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Powerfunktion des Tests
Zweiseitiger Binomialtest: H0 : p = 0.5, H1 : p 0.5, n = 161, = 0.2

K = {0, , 71} {90, , 161}   |   Beispiel: p = 0.6 g161(0.6) = 0.873
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Planung des Stichprobenumfangs – sinnvoll probieren

Ausgangsfrage: Wie groß muss der Stichprobenumfang n mindestens sein, damit ein Test
auf Niveau α = 0,1 für H0 : p ≤ 0,5 gegen H1 : p > 0,5 mit Wahrscheinlichkeit γ = 0,9 die
richtige Entscheidung (H1 trifft zu) gibt, falls p = 0,6 gilt?
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Powerfunktion des Tests
Zweiseitiger Binomialtest: H0 : p = 0.5, H1 : p 0.5, n = 165, = 0.2

K = {0, , 73} {92, , 165}   |   Beispiel: p = 0.6 g165(0.6) = 0.883
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Planung des Stichprobenumfangs – sinnvoll probieren

Ausgangsfrage: Wie groß muss der Stichprobenumfang n mindestens sein, damit ein Test
auf Niveau α = 0,1 für H0 : p ≤ 0,5 gegen H1 : p > 0,5 mit Wahrscheinlichkeit γ = 0,9 die
richtige Entscheidung (H1 trifft zu) gibt, falls p = 0,6 gilt?
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Powerfunktion des Tests
Zweiseitiger Binomialtest: H0 : p = 0.5, H1 : p 0.5, n = 166, = 0.2

K = {0, , 74} {92, , 166}   |   Beispiel: p = 0.6 g166(0.6) = 0.900
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Planung des Stichprobenumfangs – mit Zollstöcken

Test H0 : p ≤ 0,5 gegen H1 : p > 0,5 mit α = 0,1 ; γ = 0,9 ; p1 = 0,6.

Zwei Zollstöcke aber auch...

p
p0

p1

Überlappung, kleines n

p
p0

p1

Berührung, mittleres n

p
p0

p1

Lücke, großes n

• rechte Grenze des 80%-PI unter p0: f (n) = p0 +Φ−1(1−α)
√
p0(1−p0)/n

• linke Grenze des 90%-PI unter p1: g(n) = p1 − Φ−1(γ)
√
p1(1−p1)/n
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Berührung, mittleres n

p
p0

p1
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IQB-Aufgabe 2022 - n gesucht mit Grafik
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IQB-Aufgabe 2023 - argumentieren mit Grafik
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Konfidenzintervalle - wie werden sie
berechnet und wo steckt der Zufall?



Konfidenzintervall - der Versuch einer Definition

Ergebnis der Fortbildung

Definition
Ein Konfidenzintervall zu einer beobach-
teten relativen Häufigkeit h besteht aus
allen denjenigen Wahrscheinlichkeiten (p-
Werten), in deren Prognoseintervall die
beobachtete relative Häufigkeit h liegt.
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Konfidenzintervall - der Versuch einer Definition

Ergebnis der Fortbildung

Definition
Ein Konfidenzintervall zu einer beobach-
teten relativen Häufigkeit h besteht aus
allen denjenigen Wahrscheinlichkeiten (p-
Werten), in deren Prognoseintervall die
beobachtete relative Häufigkeit h liegt.

Ergebnis am Schreibtisch

Definition
Ein Konfidenzintervall zu einer beobach-
teten relativen Häufigkeit h ist die Menge
aller Wahrscheinlichkeiten p im Binomial-
modell Bin(n,p), in deren Prognoseinter-
vall die beobachtete relative Häufigkeit h
liegt.
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Konfidenzintervall - der Versuch einer Definition

Definition
Ein Konfidenzintervall zu einer beobachteten rela-
tiven Häufigkeit h ist die Menge aller Wahrschein-
lichkeiten p im Binomialmodell Bin(n,p), in deren
Prognoseintervall die beobachtete relative Häufig-
keit h liegt.
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Konfidenzintervall - der Versuch einer Definition

Definition
Ein Konfidenzintervall zu einer beobachteten rela-
tiven Häufigkeit h ist die Menge aller Wahrschein-
lichkeiten p im Binomialmodell Bin(n,p), in deren
Prognoseintervall die beobachtete relative Häufig-
keit h liegt.

Wo ist hier der Zufall?
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Konfidenzintervalle freirubbeln - und berechnen

Stichprobenziehung: n = 120; x = 78; h = 0,65

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
p

h

p = 0.36
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Konfidenzintervalle freirubbeln - und berechnen

Stichprobenziehung: n = 120; x = 78; h = 0,65

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
p

h

p = 0.56
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Konfidenzintervalle freirubbeln - und berechnen

Stichprobenziehung: n = 120; x = 78; h = 0,65

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
p

h

p = 0.63
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Konfidenzintervalle freirubbeln - und berechnen

Stichprobenziehung: n = 120; x = 78; h = 0,65

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
p

h

p = 0.73
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Konfidenzintervalle freirubbeln - und berechnen

Stichprobenziehung: n = 120; x = 78; h = 0,65

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
p

h

p = 0.93

Stichprobenziehung: n = 120; x = 72; h = 0,60
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Konfidenzintervalle freirubbeln - und berechnen

Stichprobenziehung: n = 120; x = 78; h = 0,65

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
p

h

p = 0.93

Stichprobenziehung: n = 120; x = 72; h = 0,60

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
p

h

p = 0.31
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Konfidenzintervalle freirubbeln - und berechnen

Stichprobenziehung: n = 120; x = 78; h = 0,65

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
p

h

p = 0.93

Stichprobenziehung: n = 120; x = 72; h = 0,60

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
p

h

p = 0.51
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Konfidenzintervalle freirubbeln - und berechnen

Stichprobenziehung: n = 120; x = 78; h = 0,65

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
p

h

p = 0.93

Stichprobenziehung: n = 120; x = 72; h = 0,60

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
p

h

p = 0.58
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Konfidenzintervalle freirubbeln - und berechnen

Stichprobenziehung: n = 120; x = 78; h = 0,65

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
p

h

p = 0.93

Stichprobenziehung: n = 120; x = 72; h = 0,60

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
p

h

p = 0.68
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Konfidenzintervalle freirubbeln - und berechnen

Stichprobenziehung: n = 120; x = 78; h = 0,65

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
p

h

p = 0.93

Stichprobenziehung: n = 120; x = 72; h = 0,60

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
p

h

p = 0.88
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Konfidenzintervalle freirubbeln - und berechnen

Stichprobenziehung: n = 120; x = 78; h = 0,65

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
p

h

p = 0.93

Stichprobenziehung: n = 120; x = 72; h = 0,60

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
p

h

p = 0.88
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h

Konfidenzellipse bei n = 120, h = 0.65, = 0.95
obere Grenze
untere Grenze
Konfidenzbereich
Trefferanteil h
Wilson-KI bei h
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1.0

h

Konfidenzellipse bei n = 120, h = 0.6, = 0.95
obere Grenze
untere Grenze
Konfidenzbereich
Trefferanteil h
Wilson-KI bei h
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Konfidenzellipse (do it yourself) - während einer denkwürdigen Fortbildung
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Die Konfidenzellipse (do it yourself) - während einer denkwürdigen Fortbildung
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Die Konfidenzellipse als Denkraum

Mehr als eine Grafik
Die Konfidenzellipse ist kein Poster und kein
Rechenhilfsmittel,
sondern ein gemeinsamer Denkraum.

• Sie macht Abhängigkeiten sichtbar.

• Sie erlaubt Perspektivwechsel (Schnitte).

• Sie verbindet Geometrie und Stochastik.

• Sie trägt Prognose- und Konfidenzintervalle.

Nicht anschauen – benutzen.
Immer wieder – im Klassenraum – gemeinsam.
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Konfidenzellipsen – ein Überblick, falls n verändert wird

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
p
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h
Konfidenzellipse bei n = 50, h = 0.6, = 0.95
obere Grenze
untere Grenze
Konfidenzbereich
Trefferanteil h
Wilson-KI bei h
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Konfidenzellipsen – ein Überblick, falls n verändert wird
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h
Konfidenzellipse bei n = 80, h = 0.6, = 0.95
obere Grenze
untere Grenze
Konfidenzbereich
Trefferanteil h
Wilson-KI bei h
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Konfidenzellipsen – ein Überblick, falls n verändert wird
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h
Konfidenzellipse bei n = 100, h = 0.6, = 0.95

obere Grenze
untere Grenze
Konfidenzbereich
Trefferanteil h
Wilson-KI bei h

R. Vehling Hypothentest und Konfidenzintervalle 33/5



Konfidenzellipsen – ein Überblick, falls n verändert wird
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h
Konfidenzellipse bei n = 200, h = 0.6, = 0.95

obere Grenze
untere Grenze
Konfidenzbereich
Trefferanteil h
Wilson-KI bei h
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Konfidenzellipsen – ein Überblick, falls n verändert wird
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h
Konfidenzellipse bei n = 400, h = 0.6, = 0.95

obere Grenze
untere Grenze
Konfidenzbereich
Trefferanteil h
Wilson-KI bei h
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Konfidenzellipsen – ein Überblick, falls n verändert wird
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h
Konfidenzellipse bei n = 1000, h = 0.6, = 0.95

obere Grenze
untere Grenze
Konfidenzbereich
Trefferanteil h
Wilson-KI bei h
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Konfidenzellipsen – ein Überblick, falls n verändert wird
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h
Konfidenzellipse bei n = 1000, h = 0.6, = 0.95

obere Grenze
untere Grenze
Konfidenzbereich
Trefferanteil h
Wilson-KI bei h
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Konfidenzellipse bei n = 50, h = 0.6, = 0.95
obere Grenze
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Konfidenzbereich
Trefferanteil h
Wilson-KI bei h
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Konfidenzellipse bei n = 1000, h = 0.6, = 0.95
obere Grenze
untere Grenze
Konfidenzbereich
Trefferanteil h
Wilson-KI bei h
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Konfidenzellipsen – ein Überblick, falls n verändert wird

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
p

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

h
Konfidenzellipse bei n = 80, h = 0.6, = 0.95
obere Grenze
untere Grenze
Konfidenzbereich
Trefferanteil h
Wilson-KI bei h

Schnitt des oberen Astes der Ellipse mit
h = 0,6 liefert die linke Grenze pu des
Konfidenzintervalls:

0,6 = pu + 1, 96

√
pu(1− pu)

n

Schnitt des unteren Astes der Ellipse

mit h = 0,6 liefert die rechte Grenze po
des Konfidenzintervalls:

0,6 = po − 1, 96

√
po(1− po)

n
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Konfidenzellipsen – ein Überblick, falls n verändert wird

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
p

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

h
Konfidenzellipse bei n = 80, h = 0.6, = 0.95
obere Grenze
untere Grenze
Konfidenzbereich
Trefferanteil h
Wilson-KI bei h

Die Konfidenzellipse hilft ...

• Prognoseintervalle von
Konfidenzintervallen zu
unterscheiden,

• Berechnungen zu verstehen,

• Abhängigkeiten zu entdecken und
zu begründen.

Sie ist keine Darstellung der
Verfahrenswahrscheinlichkeit.
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Konfidenzellipsen – ein Überblick, falls n verändert wird
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h
Konfidenzellipse bei n = 80, h = 0.6, = 0.95
obere Grenze
untere Grenze
Konfidenzbereich
Trefferanteil h
Wilson-KI bei h

Die Konfidenzellipse hilft ...

• Prognoseintervalle von
Konfidenzintervallen zu
unterscheiden,

• Berechnungen zu verstehen,

• Abhängigkeiten zu entdecken und
zu begründen.

Sie ist keine Darstellung der
Verfahrenswahrscheinlichkeit.

Überdeckungswahrscheinlichkeit: Zahlenwert
Sicherheitswahrscheinlichkeit: Wird oft benutzt, umgangssprachlich besetzt, 95% sicher - was soll ich mir darunter vorstellen?
Verfahrenswahrscheinlichkeit: Die Wahrscheinlichkeit gehört dem Verfahren, nicht dem Ergebnis; der Perspektivwechsel wird deutlich.
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Konfidenzintervall - Abhängigkeit vom n und γ

n verschieden, γ = 0,95
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95%-KI [0.331; 0.390]

n = 1000, h = 0.36, = 0.95
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n = 10000, h = 0.36, = 0.95
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Konfidenzintervall - Abhängigkeit vom n und γ
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Konfidenzellipse – mehr als ein Programm
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Konfidenzintervalle - WILSON, WALD und Clopper-Pearson

WILSON: Normalapproximation, Grenzen durch Lösen der Gleichung (h− p)2 =
z2

n p(1− p)

h = pu − z
√
pu(1− pu)/n

h = po + z
√
po(1− p0)/n

pu,o = (1− a) · 1
2
+ a · h∓ z ·

√
1
4a ·

1−a
a + h(1−h)

n ; a := 1
1+z2/n
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Konfidenzellipse bei n = 100, h = 0.6, = 0.95
Obere Grenze
Untere Grenze
Konfidenzbereich
h (Stichprobe)
Wilson-KI (horizontal)

WALD: Approximation der Lösungen von WILSON; in GeoGebra und Rechnern implementiert[
h− z1−α/2

√
h(1− h)/n, h+ z1−α/2

√
h(1− h)/n

]
Clopper–Pearson (exakt) : Inversion der Binomialverteilung; garantiert Pp(KI 3 p) ≥ 1− α für alle p.
Grenzen über F-Verteilung

plow =
k

k + (n− k + 1) F1−α/2; 2(n−k+1), 2k
, phigh =

(k + 1) F1−α/2; 2(k+1), 2(n−k)

(n− k) + (k + 1) F1−α/2; 2(k+1), 2(n−k)
.
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Vergleich von Konfidenzintervallen

Tabelle 1: n = 100; γ = 0,95

k p̂ Wald Wilson Clopper–Pearson

30 0,3 [0,2102 ; 0,3898] [0,2189 ; 0,3958] [0,2124 ; 0,3998]
32 0,32 [0,2286 ; 0,4114] [0,2367 ; 0,4166] [0,2302 ; 0,4208]
34 0,34 [0,2472 ; 0,4328] [0,2546 ; 0,4372] [0,2482 ; 0,4415]
36 0,36 [0,2659 ; 0,4541] [0,2727 ; 0,4576] [0,2664 ; 0,4621]
37 0,37 [0,2754 ; 0,4646] [0,2818 ; 0,4678] [0,2756 ; 0,4724]
38 0,38 [0,2849 ; 0,4751] [0,291 ; 0,4779] [0,2848 ; 0,4825]
39 0,39 [0,2944 ; 0,4856] [0,3002 ; 0,488] [0,294 ; 0,4927]

Die drei Verfahren liefern leicht unterschiedliche, aber sehr ähnliche Intervalle. Wichtig ist nicht die Formel,
sondern der gemeinsame Grundgedanke: Ein KI gibt an, welche p-Werte mit den Daten verträglich sind.
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Vergleich von Konfidenzintervallen

Tabelle 2: n = 1000; γ = 0,95

k p̂ Wald Wilson Clopper–Pearson

300 0,3 [0,2716 ; 0,3284] [0,2724 ; 0,3291] [0,2717 ; 0,3295]
320 0,32 [0,2911 ; 0,3489] [0,2918 ; 0,3496] [0,2912 ; 0,3499]
340 0,34 [0,3106 ; 0,3694] [0,3113 ; 0,3699] [0,3106 ; 0,3703]
360 0,36 [0,3302 ; 0,3898] [0,3308 ; 0,3902] [0,3302 ; 0,3906]
370 0,37 [0,3401 ; 0,3999] [0,3406 ; 0,4004] [0,34 ; 0,4008]
380 0,38 [0,3499 ; 0,4101] [0,3504 ; 0,4105] [0,3498 ; 0,4109]
390 0,39 [0,3598 ; 0,4202] [0,3602 ; 0,4206] [0,3596 ; 0,421]

Die drei Verfahren liefern leicht unterschiedliche, aber sehr ähnliche Intervalle. Wichtig ist nicht die Formel,
sondern der gemeinsame Grundgedanke: Ein KI gibt an, welche p-Werte mit den Daten verträglich sind.
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Überdeckungswahrscheinlichkeiten mit Python
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Überdeckungswahrscheinlichkeiten mit GeoGebra

• Gleichzeitigkeit mehrerer Ebenen
Modell – Realisation – Entscheidung –
Wahrscheinlichkeit

• Reduktion ohne Vereinfachung
Jede Zeile hat eine klar benennbare Funktion

• Datentypen als Denkwerkzeuge
Listen – logische Ausdrücke – Funktionen –
Punkte

Kein neues Konzept – sondern Sichtbarmachung dessen,
was im Modell ohnehin gedacht werden muss.
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Überdeckungswahrscheinlichkeiten mit GeoGebra - Trennung sichtbar machen

• Gleichzeitigkeit mehrerer Ebenen
Modell – Realisation – Entscheidung –
Wahrscheinlichkeit

• Reduktion ohne Vereinfachung
Jede Zeile hat eine klar benennbare Funktion

• Datentypen als Denkwerkzeuge
Listen – logische Ausdrücke – Funktionen –
Punkte

Kein neues Konzept – sondern Sichtbarmachung dessen,
was im Modell ohnehin gedacht werden muss.
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Überdeckungswahrscheinlichkeiten mit GeoGebra - mehrere Ebenen, klar getrennt

• Modell
Alle möglichen Stichprobenergebnisse im
Binomialmodell
(Liste der Wahrscheinlichkeiten: Bin = Folge(...)

• Entscheidung
Für jedes Ergebnis:
Liegt der Parameter im zugehörigen
Konfidenzintervall?
(Boolesche Bewertung: ok = L ≤ p ≤ R )

• Aggregation
Summe der Modellwahrscheinlichkeiten der „guten“
Fälle
(Überdeckungswahrscheinlichkeit: Summe(ok Bin) )

Keine Simulation – sondern exakte Modellrechnung.
Kein neues Objekt – sondern eine neue Sicht.
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Vom Zahlenintervall zum Zufallsintervall – der Weg zum Konfidenzverfahren
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Vom Zahlenintervall zum Zufallsintervall – der Weg zum Konfidenzverfahren

Eine Stichprobe – ein Ergebnis in der Realität
In der Realität beobachten wir genau einen Wert h. Der wahre Parameter
liegt irgendwo in [0, 1] – mehr wissen wir nicht.
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Im Modell denken wir viele mögliche Stichproben. So entsteht eine
Verteilung möglicher Ergebnisse in unserem Kopf.
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Grenzen durch gedachte Extremfälle im Modell
Um den unbekannten Parameter einzugrenzen, betrachten wir zu jeder
möglichen Stichprobe die kleinste und größte noch plausible Lage.
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Im Modell denken wir viele mögliche Stichproben. So entsteht eine
Verteilung möglicher Ergebnisse in unserem Kopf.

Grenzen durch gedachte Extremfälle im Modell
Um den unbekannten Parameter einzugrenzen, betrachten wir zu jeder
möglichen Stichprobe die kleinste und größte noch plausible Lage.

Das Intervall als Verfahren im Modell
Wiederholen wir dieses Vorgehen gedanklich, so überdecken die
entstehenden Intervalle den wahren Parameter in einem festen Anteil der
Fälle.
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Realisation
Ein konkretes Intervall zu einem beobachteten Stichprobenergebnis h.

Zufallsgröße
Das Stichprobenergebnis wird als Zufallsgröße H = X/n modelliert.

Zufällige Intervallgrenzen
Die linke und rechte Grenze L(H) und R(H) sind selbst Zufallsgrößen.

Konfidenzverfahren
Das Verfahren ist so konstruiert, dass gilt

Pp
(
[L(H), R(H)] 3 p

)
= 0,95.
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1. WALD-Intervall als Realisation→ Realität[
h∓ 1,96

√
h(1−h)

n
]

2. Viele mögliche h-Werte→ Modell

H =
X
n

3. Grenzen als Zufallsgrößen L(H) und R(H) → Modelle[
L(H),R(H)

]
=

[
H∓ 1,96

√
H(1−H)

n
]

R. Vehling Hypothentest und Konfidenzintervalle 45/5



Vom Zahlenintervall zum Zufallsintervall – der Weg zum Konfidenzverfahren

1. WALD-Intervall als Realisation→ Realität[
h∓ 1,96

√
h(1−h)

n
]

2. Viele mögliche h-Werte→ Modell

H =
X
n

3. Grenzen als Zufallsgrößen L(H) und R(H) → Modelle[
L(H),R(H)

]
=

[
H∓ 1,96

√
H(1−H)

n
]

R. Vehling Hypothentest und Konfidenzintervalle 45/5
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1. WALD-Intervall als Realisation→ Realität[
h∓ 1,96

√
h(1−h)

n
]

2. Viele mögliche h-Werte→ Modell

H =
X
n

3. Grenzen als Zufallsgrößen L(H) und R(H) → Modelle[
L(H),R(H)

]
=

[
H∓ 1,96

√
H(1−H)

n
]

4. KI als Verfahren (viele Intervalle)→ Modelle

Pp
(
[L(H),R(H)] 3 p

)
= 0,95
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Simulationen - der Weg zum Verständnis

Anteil der KI, die den wahren Parameter enthalten
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Wo steckt hier eigentlich der Zufall?
• Der Zufall steckt nicht im Parameter.
• Er steckt nicht im Vertrauen.
• Er steckt nicht im konkreten Intervall.
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IQB-Pool für das Jahr 2018 - PT B - WTR - Aufgabe 1e), 1f)
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IQB-Pool für das Jahr 2018 - PT B - WTR - Aufgabe 1e), 1f)

Lösungshinweise mit Variationen zu f)
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IQB-Pool für das Jahr 2018 - PT B - WTR - Aufgabe 1e), 1f)

Lösungshinweise mit Variationen zu f)

Zeichnen: gleiches n, verschiedenes γ
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 verschieden, n = 200,  95%-KI [0.1072, 0.206]

= 0.9
= 0.95

Erläutern: 0,2 ∈ 95%-KI→ Aussage kann gestützt werden
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IQB-Pool für das Jahr 2018 - PT B - WTR - Aufgabe 1f), 1g)
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IQB-Pool für das Jahr 2018 - PT B - WTR - Aufgabe 1f), 1g)

Lösungshinweise zu g)

Erwartungshorizon (IQB):
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Lösungshinweise zu g)

Erwartungshorizon (IQB):

Vorsicht: Das gilt nur für WALD-Konfidenzintervalle.

WALD-KI:
[
h− k ·

√
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n , h + k ·
√

h(1−h)
n

]
→ Länge des WALD-KI: 2k ·
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h(1−h)

n
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[
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√
h(1−h)

n , h + k ·
√

h(1−h)
n

]
→ Länge des WALD-KI: 2k ·

√
h(1−h)

n

WILSON-KI:
Grenzen dieses Intervalls sind Lösungen von

h = pu + k ·
√

pu(1−pu)
n ; h = po − k ·

√
po(1−po)

n
→ Länge des WILSON-KI:

n
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√( k
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+
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n

R. Vehling Hypothentest und Konfidenzintervalle 49/5



IQB-Pool für das Jahr 2018 - PT B - WTR - Aufgabe 1f), 1g)

Lösungshinweise zu g)

Erwartungshorizon (IQB):

Vorsicht: Das gilt nur für WALD-Konfidenzintervalle.

WALD-KI:
[
h− k ·

√
h(1−h)

n , h + k ·
√

h(1−h)
n

]
→ Länge des WALD-KI: 2k ·

√
h(1−h)

n

WILSON-KI:
Grenzen dieses Intervalls sind Lösungen von

h = pu + k ·
√

pu(1−pu)
n ; h = po − k ·

√
po(1−po)

n
→ Länge des WILSON-KI:

n
k2 + n

· 2k ·

√( k
2n

)2

+
h(1 − h)

n

sehr gute Näherung (n � k): 2k ·
√

h(1−h)
n

R. Vehling Hypothentest und Konfidenzintervalle 49/5



IQB-Pool für das Jahr 2018 - PT B - WTR - Aufgabe 1f), 1g)

Lösungshinweise zu g)

Erwartungshorizon (IQB):

Vorsicht: Das gilt nur für WALD-Konfidenzintervalle.

WALD-KI:
[
h− k ·

√
h(1−h)

n , h + k ·
√

h(1−h)
n

]
→ Länge des WALD-KI: 2k ·

√
h(1−h)

n

WILSON-KI:
Grenzen dieses Intervalls sind Lösungen von

h = pu + k ·
√

pu(1−pu)
n ; h = po − k ·

√
po(1−po)

n
→ Länge des WILSON-KI:

n
k2 + n

· 2k ·

√( k
2n

)2

+
h(1 − h)

n

sehr gute Näherung (n � k): 2k ·
√

h(1−h)
n

WALD-KI: Näherung von WILSON-KI
WILSON-KI: Bin(n, p) ∼ N(µ, σ2)
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IQB-Pool für das Jahr 2019 - PT B - WTR - Aufgabe 1d), 1e)

Lösungshinweise mit Variationen zu d)

Simulieren: 100 Simulationen mit p = 0,25 und n = 100
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IQB-Pool für das Jahr 2019 - PT B - WTR - Aufgabe 1d), 1e)

Lösungshinweise mit Variationen zu d)
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Lösungshinweise mit Variationen zu d)

Simulieren: 100 Simulationen mit p = 0,25 und n = 100
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Rechnen: 95 %-Prognoseintervall:[
np− 1,96

√
np(1 − p); np + 1,96

√
np(1 − p)

]
[16,51; 33,49] → [17; 33]

R. Vehling Hypothentest und Konfidenzintervalle 50/5



IQB-Pool für das Jahr 2019 - PT B - WTR - Aufgabe 1d), 1e)

R. Vehling Hypothentest und Konfidenzintervalle 51/5



IQB-Pool für das Jahr 2019 - PT B - WTR - Aufgabe 1d), 1e)

Lösungshinweise mit Variationen zu e)

Simulieren: 50 Simulationen mit p = 0,25; n=100; γ=0,95
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IQB-Pool für das Jahr 2019 - PT B - WTR - Aufgabe 1d), 1e)

Lösungshinweise mit Variationen zu e)

Simulieren: 50 Simulationen mit p = 0,25; n=100; γ=0,95
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Zeichnen: Konfidenzellipse
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Rechnen: 95 %-WILSON-Konfidenzintervall:

h = p + 1,96
√
p(1 − p)/n; pl ≈ 0,125

h = p− 1,96
√
p(1 − p)/n; pr ≈ 0,278
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Anwendungen - eine kleine Auswahl



Methodik-Politbarometer, Forschungsgruppe Wahlen
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Forschungsgruppe Wahlen: Vertrauensbereiche in der Praxis

• Dual-Frame-Stichprobe (Festnetz, Mobilfunk, SMS-Online): unterschiedliche
Auswahlwahrscheinlichkeiten.

• Gewichtung korrigiert

• designbedingte Unterschiede (z. B. Haushaltsgröße, Zahl der Rufnummern),
• und Nonresponse durch Anpassung an Strukturen des Mikrozensus (Geschlecht,
Alter, Bildung).

• Ergebnis: Die gewichtete Stichprobe ist – im Modell – repräsentativ für die Grundmenge.

• Da eine modellierte Zufallsstichprobe zugrunde liegt, werden Vertrauensbereiche angegeben:

• bei 40% etwa ±3 Prozentpunkte, bei 10%: etwa ±2 Prozentpunkte.

Designfaktor: Modell → Realität
Gewichtung bläht die Varianz auf. Praktisch arbeitet man mit einem effektiven Stichprobenumfang
neff = n/Designfaktor.
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Simulationen ohne Konfidenzintervalle - wertlos

Das Spiel Differenz trifft: Die Proportionalstrategie ist nicht die „optimale“ Strategie

A = (3, 5, 4, 3, 2, 1); B = (3, 7, 4, 3, 1, 0); p =
(

3
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Simulation (n=200)

Simulation vs. exakte Werte für verschiedene Stichprobenumfänge
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Anwendung in der Medizin: Welch-t-Test

Teststatistik, Verteilung, kritischer Bereich.

Gleiche Struktur wie beim Hypothesentest:

Teststatistik, Referenzverteilung, Entscheidungsregel.

Kein neues Prinzip – nur andere Sprache (SPSS). Test und
Konfidenzintervall sind zwei Seiten derselben Struktur.
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Hypothesentest und
Konfidenzintervalle - zwei Seiten
einer Medaille



Zweiseitiger Test und Konfidenzintervall – 15 Situationen

10 15 20 25 30 35 40 45
Anzahl Erfolge k

0.00

0.02

0.04

0.06

0.08

P(
X

=
k)

p-Wert = 0,02568

H0 : p = 0,28 H1 : p 0,28 n = 100, k = 18, = 0,05

Beobachtung: k = 18
Modell unter H0 : p = 0,28
Ablehnungsbereich

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Wahrscheinlichkeit p

(95%)-Konfidenzintervall für p

95%-KI : [0,1103, 0,2695]
p = 0,18
p0 = 0,28

Zweiseitiger Binomialtest und Clopper Pearson-KI

Beobachtung: k = 18

Der Test auf Niveau α verwirft H0 ⇐⇒ p0 /∈ KI
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Zweiseitiger Test und Konfidenzintervall – 15 Situationen

10 15 20 25 30 35 40 45
Anzahl Erfolge k

0.00

0.02

0.04

0.06

0.08

P(
X

=
k)

p-Wert = 0,04516

H0 : p = 0,28 H1 : p 0,28 n = 100, k = 19, = 0,05

Beobachtung: k = 19
Modell unter H0 : p = 0,28
Ablehnungsbereich

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Wahrscheinlichkeit p

(95%)-Konfidenzintervall für p

95%-KI : [0,1184, 0,2807]
p = 0,19
p0 = 0,28

Zweiseitiger Binomialtest und Clopper Pearson-KI

Beobachtung: k = 19

Der Test auf Niveau α verwirft nicht H0 ⇐⇒ p0 ∈ KI
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Zweiseitiger Test und Konfidenzintervall – 15 Situationen

10 15 20 25 30 35 40 45
Anzahl Erfolge k

0.00

0.02

0.04

0.06

0.08

P(
X

=
k)

p-Wert = 0,07563

H0 : p = 0,28 H1 : p 0,28 n = 100, k = 20, = 0,05

Beobachtung: k = 20
Modell unter H0 : p = 0,28
Ablehnungsbereich

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Wahrscheinlichkeit p

(95%)-Konfidenzintervall für p

95%-KI : [0,1267, 0,2918]
p = 0,2
p0 = 0,28

Zweiseitiger Binomialtest und Clopper Pearson-KI

Beobachtung: k = 20

Der Test auf Niveau α verwirft nicht H0 ⇐⇒ p0 ∈ KI
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Zweiseitiger Test und Konfidenzintervall – 15 Situationen

10 15 20 25 30 35 40 45
Anzahl Erfolge k

0.00

0.02

0.04

0.06

0.08

P(
X

=
k)

p-Wert = 0,2201

H0 : p = 0,28 H1 : p 0,28 n = 100, k = 22, = 0,05

Beobachtung: k = 22
Modell unter H0 : p = 0,28
Ablehnungsbereich

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Wahrscheinlichkeit p

(95%)-Konfidenzintervall für p

95%-KI : [0,1433, 0,3139]
p = 0,22
p0 = 0,28

Zweiseitiger Binomialtest und Clopper Pearson-KI

Beobachtung: k = 22

Der Test auf Niveau α verwirft nicht H0 ⇐⇒ p0 ∈ KI
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Zweiseitiger Test und Konfidenzintervall – 15 Situationen

10 15 20 25 30 35 40 45
Anzahl Erfolge k

0.00

0.02

0.04

0.06

0.08

P(
X

=
k)

p-Wert = 0,4358

H0 : p = 0,28 H1 : p 0,28 n = 100, k = 24, = 0,05

Beobachtung: k = 24
Modell unter H0 : p = 0,28
Ablehnungsbereich

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Wahrscheinlichkeit p

(95%)-Konfidenzintervall für p

95%-KI : [0,1602, 0,3357]
p = 0,24
p0 = 0,28

Zweiseitiger Binomialtest und Clopper Pearson-KI

Beobachtung: k = 24

Der Test auf Niveau α verwirft nicht H0 ⇐⇒ p0 ∈ KI
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Zweiseitiger Test und Konfidenzintervall – 15 Situationen

10 15 20 25 30 35 40 45
Anzahl Erfolge k

0.00

0.02

0.04

0.06

0.08

P(
X

=
k)

p-Wert = 0,7386

H0 : p = 0,28 H1 : p 0,28 n = 100, k = 26, = 0,05

Beobachtung: k = 26
Modell unter H0 : p = 0,28
Ablehnungsbereich

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Wahrscheinlichkeit p

(95%)-Konfidenzintervall für p

95%-KI : [0,1774, 0,3573]
p = 0,26
p0 = 0,28

Zweiseitiger Binomialtest und Clopper Pearson-KI

Beobachtung: k = 26

Der Test auf Niveau α verwirft nicht H0 ⇐⇒ p0 ∈ KI
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Zweiseitiger Test und Konfidenzintervall – 15 Situationen

10 15 20 25 30 35 40 45
Anzahl Erfolge k

0.00

0.02

0.04

0.06

0.08

P(
X

=
k)

p-Wert = 1

H0 : p = 0,28 H1 : p 0,28 n = 100, k = 28, = 0,05

Beobachtung: k = 28
Modell unter H0 : p = 0,28
Ablehnungsbereich

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Wahrscheinlichkeit p

(95%)-Konfidenzintervall für p

95%-KI : [0,1948, 0,3787]
p = 0,28
p0 = 0,28

Zweiseitiger Binomialtest und Clopper Pearson-KI

Beobachtung: k = 28

Der Test auf Niveau α verwirft nicht H0 ⇐⇒ p0 ∈ KI
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Zweiseitiger Test und Konfidenzintervall – 15 Situationen

10 15 20 25 30 35 40 45
Anzahl Erfolge k

0.00

0.02

0.04

0.06

0.08

P(
X

=
k)

p-Wert = 0,6566

H0 : p = 0,28 H1 : p 0,28 n = 100, k = 30, = 0,05

Beobachtung: k = 30
Modell unter H0 : p = 0,28
Ablehnungsbereich

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Wahrscheinlichkeit p

(95%)-Konfidenzintervall für p

95%-KI : [0,2124, 0,3998]
p = 0,3
p0 = 0,28

Zweiseitiger Binomialtest und Clopper Pearson-KI

Beobachtung: k = 30

Der Test auf Niveau α verwirft nicht H0 ⇐⇒ p0 ∈ KI
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Zweiseitiger Test und Konfidenzintervall – 15 Situationen

10 15 20 25 30 35 40 45
Anzahl Erfolge k

0.00

0.02

0.04

0.06

0.08

P(
X

=
k)

p-Wert = 0,374

H0 : p = 0,28 H1 : p 0,28 n = 100, k = 32, = 0,05

Beobachtung: k = 32
Modell unter H0 : p = 0,28
Ablehnungsbereich

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Wahrscheinlichkeit p

(95%)-Konfidenzintervall für p

95%-KI : [0,2302, 0,4208]
p = 0,32
p0 = 0,28

Zweiseitiger Binomialtest und Clopper Pearson-KI

Beobachtung: k = 32

Der Test auf Niveau α verwirft nicht H0 ⇐⇒ p0 ∈ KI
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Zweiseitiger Test und Konfidenzintervall – 15 Situationen

10 15 20 25 30 35 40 45
Anzahl Erfolge k

0.00

0.02

0.04

0.06

0.08

P(
X

=
k)

p-Wert = 0,1825

H0 : p = 0,28 H1 : p 0,28 n = 100, k = 34, = 0,05

Beobachtung: k = 34
Modell unter H0 : p = 0,28
Ablehnungsbereich

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Wahrscheinlichkeit p

(95%)-Konfidenzintervall für p

95%-KI : [0,2482, 0,4415]
p = 0,34
p0 = 0,28

Zweiseitiger Binomialtest und Clopper Pearson-KI

Beobachtung: k = 34

Der Test auf Niveau α verwirft nicht H0 ⇐⇒ p0 ∈ KI
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Zweiseitiger Test und Konfidenzintervall – 15 Situationen

10 15 20 25 30 35 40 45
Anzahl Erfolge k

0.00

0.02

0.04

0.06

0.08

P(
X

=
k)

p-Wert = 0,09396

H0 : p = 0,28 H1 : p 0,28 n = 100, k = 36, = 0,05

Beobachtung: k = 36
Modell unter H0 : p = 0,28
Ablehnungsbereich

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Wahrscheinlichkeit p

(95%)-Konfidenzintervall für p

95%-KI : [0,2664, 0,4621]
p = 0,36
p0 = 0,28

Zweiseitiger Binomialtest und Clopper Pearson-KI

Beobachtung: k = 36

Der Test auf Niveau α verwirft nicht H0 ⇐⇒ p0 ∈ KI
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Zweiseitiger Test und Konfidenzintervall – 15 Situationen

10 15 20 25 30 35 40 45
Anzahl Erfolge k

0.00

0.02

0.04

0.06

0.08

P(
X

=
k)

p-Wert = 0,05748

H0 : p = 0,28 H1 : p 0,28 n = 100, k = 37, = 0,05

Beobachtung: k = 37
Modell unter H0 : p = 0,28
Ablehnungsbereich

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Wahrscheinlichkeit p

(95%)-Konfidenzintervall für p

95%-KI : [0,2756, 0,4724]
p = 0,37
p0 = 0,28

Zweiseitiger Binomialtest und Clopper Pearson-KI

Beobachtung: k = 37

Der Test auf Niveau α verwirft nicht H0 ⇐⇒ p0 ∈ KI
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Zweiseitiger Test und Konfidenzintervall – 15 Situationen

10 15 20 25 30 35 40 45
Anzahl Erfolge k

0.00

0.02

0.04

0.06

0.08

P(
X

=
k)

p-Wert = 0,03363

H0 : p = 0,28 H1 : p 0,28 n = 100, k = 38, = 0,05

Beobachtung: k = 38
Modell unter H0 : p = 0,28
Ablehnungsbereich

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Wahrscheinlichkeit p

(95%)-Konfidenzintervall für p

95%-KI : [0,2848, 0,4825]
p = 0,38
p0 = 0,28

Zweiseitiger Binomialtest und Clopper Pearson-KI

Beobachtung: k = 38

Der Test auf Niveau α verwirft H0 ⇐⇒ p0 /∈ KI
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Zweiseitiger Test und Konfidenzintervall – 15 Situationen

10 15 20 25 30 35 40 45
Anzahl Erfolge k

0.00

0.02

0.04

0.06

0.08

P(
X

=
k)

p-Wert = 0,01007

H0 : p = 0,28 H1 : p 0,28 n = 100, k = 40, = 0,05

Beobachtung: k = 40
Modell unter H0 : p = 0,28
Ablehnungsbereich

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Wahrscheinlichkeit p

(95%)-Konfidenzintervall für p

95%-KI : [0,3033, 0,5028]
p = 0,4
p0 = 0,28

Zweiseitiger Binomialtest und Clopper Pearson-KI

Beobachtung: k = 40

Der Test auf Niveau α verwirft H0 ⇐⇒ p0 /∈ KI
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Zweiseitiger Test und Konfidenzintervall – 15 Situationen

10 15 20 25 30 35 40 45
Anzahl Erfolge k

0.00

0.02

0.04

0.06

0.08

P(
X

=
k)

p-Wert = 0,002545

H0 : p = 0,28 H1 : p 0,28 n = 100, k = 42, = 0,05

Beobachtung: k = 42
Modell unter H0 : p = 0,28
Ablehnungsbereich

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Wahrscheinlichkeit p

(95%)-Konfidenzintervall für p

95%-KI : [0,322, 0,5229]
p = 0,42
p0 = 0,28

Zweiseitiger Binomialtest und Clopper Pearson-KI

Beobachtung: k = 42

Der Test auf Niveau α verwirft H0 ⇐⇒ p0 /∈ KI
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Ein zweiseitiger Test zum Niveau α verwirft H0 : p = p0

⇐⇒

p0 /∈ (1− α)-Konfidenzintervall.



Hypothesentest
Beim Hypothesentest liegt der Zollstock fest –
und die Stichprobe bewegt sich.

Konfidenzintervall
Beim Konfidenzintervall liegt die Stichprobe fest –
und wir verschieben den Zollstock, um ein Intervall zu konstruieren,
dass sich bewegt.

In der Realität bleibt die Stichprobe gleich.
Die Bewegung bezieht sich auf gedankliche Wiederholungen.



Sicht von oben.



Sicht von oben.

Konfidenzintervalle beschreiben Verfahrenseigenschaften bei Wiederholung,
nicht die Unsicherheit eines konkreten Parameters.



Sicht von oben.

Konfidenzintervalle beschreiben Verfahrenseigenschaften bei Wiederholung,
nicht die Unsicherheit eines konkreten Parameters.

Hypothesentests beschreiben Verfahrenseigenschaften bei Wiederholung,
nicht die Wahrscheinlichkeit einer konkreten Hypothese.



Sicht von oben.

Konfidenzintervalle beschreiben Verfahrenseigenschaften bei Wiederholung,
nicht die Unsicherheit eines konkreten Parameters.

Hypothesentests beschreiben Verfahrenseigenschaften bei Wiederholung,
nicht die Wahrscheinlichkeit einer konkreten Hypothese.

Etwas konkreter.



Sicht von oben.

Konfidenzintervalle beschreiben Verfahrenseigenschaften bei Wiederholung,
nicht die Unsicherheit eines konkreten Parameters.

Hypothesentests beschreiben Verfahrenseigenschaften bei Wiederholung,
nicht die Wahrscheinlichkeit einer konkreten Hypothese.

Etwas konkreter.

Ein Konfidenzintervall beschreibt die Menge aller Parameterwerte,
die mit den beobachteten Daten vereinbar sind,
bei einem gegebenen Sicherheitsniveau.



Sicht von oben.

Konfidenzintervalle beschreiben Verfahrenseigenschaften bei Wiederholung,
nicht die Unsicherheit eines konkreten Parameters.

Hypothesentests beschreiben Verfahrenseigenschaften bei Wiederholung,
nicht die Wahrscheinlichkeit einer konkreten Hypothese.

Etwas konkreter.

Ein Konfidenzintervall beschreibt die Menge aller Parameterwerte,
die mit den beobachteten Daten vereinbar sind,
bei einem gegebenen Sicherheitsniveau.

Ein Hypothesentest ist ein Schnitt durch dieses Intervall.



Rückblick und Ausblick



Worum es mir heute wirklich geht

Zentrale Leitfrage
Was bedeutet es, wenn wir aus einer Stichprobe

auf die Grundgesamtheit schließen?

Vier Eckpfeiler meines Ansatzes

• Unterscheide streng: Modell vs. Realisation.

• Unterscheide streng: Zufallsgröße X (Modell) vs. Realisation x (Realität).

• Nutze: Handlungen, Bilder und Gedankenexperimente, um Unsicherheit verständlich
zu machen - vor dem Erlernen formaler Verfahren.

• Suche: Anschlussfähigkeit zur Universität, ohne die formale Bildungsbarriere unnötig
zu erhöhen - Strukturen sichtbar machen, nicht die technische Oberfläche.



Worum es mir heute wirklich geht

Zentrale Leitfrage
Was bedeutet es, wenn wir aus einer Stichprobe

auf die Grundgesamtheit schließen?

Vier Eckpfeiler meines Ansatzes

• Unterscheide streng: Modell vs. Realisation.

• Unterscheide streng: Zufallsgröße X (Modell) vs. Realisation x (Realität).

• Nutze: Handlungen, Bilder und Gedankenexperimente, um Unsicherheit verständlich
zu machen - vor dem Erlernen formaler Verfahren.

• Suche: Anschlussfähigkeit zur Universität, ohne die formale Bildungsbarriere unnötig
zu erhöhen - Strukturen sichtbar machen, nicht die technische Oberfläche.



Zwei Seiten einer Medaille: Realität, Modell, Modelle

Realität

Stichprobe
x, h

Modell
Parameter p fix, aber nicht sichtbar

Zufallsgrößen:
X ∼ Bin(n,p), H = X/n

Prognoseintervalle
(Zollstock)

Hypothesentest

Ist p0 plausibel?

Konfidenzintervall

Welche p sind mit h vereinbar?
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Zwei Seiten einer Medaille: Realität, Modell, Modelle

Realität

Stichprobe
x, h

Modell
Parameter p fix, aber nicht sichtbar

Zufallsgrößen:
X ∼ Bin(n,p), H = X/n

Prognoseintervalle
(Zollstock)

Hypothesentest

Ist p0 plausibel?

Konfidenzintervall

Welche p sind mit h vereinbar?
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Beispiel: Münzwurf

• Wir beobachten die Realität - hier sind es die Häufigkeiten

• Wir legen ein Modell fest - und damit Wahrscheinlichkeiten.

• Wir rechnen strikt im Modell.

• Die Realität ist unser Prüfstein, nicht unser Rechenraum.

• Kurz und knackig: Häufigkeiten beobachten wir, Wahrscheinlichkeiten legen wir fest.



Das Fundament in drei Sätzen.

• Modelle sind formale Ersatzwelten.

• Tests und Konfidenzintervalle bewerten Daten, nicht Wahrheit.

• Zufallsvariablen leben im Gedankenexperiment, Daten in der Realität.

Beispiel: Münzwurf

• Wir beobachten die Realität - hier sind es die Häufigkeiten

• Wir legen ein Modell fest - und damit Wahrscheinlichkeiten.

• Wir rechnen strikt im Modell.

• Die Realität ist unser Prüfstein, nicht unser Rechenraum.

• Kurz und knackig: Häufigkeiten beobachten wir, Wahrscheinlichkeiten legen wir fest.

Daten können ein Modell stützen oder infrage stellen – sie können es nicht wahr machen.
Modelle können sich bewähren – sie werden dadurch aber nicht wahr.



Zwei Seiten einer Medaille

Was beide verbindet: dieselbe Stichprobe, dieselben Daten – nur die andere Frage.

Hypothesentest

Ist dieses p plausibel?

Konfidenzintervall

Welche p sind plausibel?
↔

Der Test auf Niveau α verwirft H0 ⇐⇒ p0 /∈ KI
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Was beide verbindet: dieselbe Stichprobe, dieselben Daten – nur die andere Frage.

Hypothesentest

Ist dieses p plausibel?

Konfidenzintervall

Welche p sind plausibel?
↔

Der Test auf Niveau α verwirft H0 ⇐⇒ p0 /∈ KI
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These: Anschlussfähigkeit entsteht durch Ehrlichkeit.

Universitäre Anschlussfähigkeit heißt nicht:
• mehr Formeln
• mehr Beweise
• mehr Symbole

Sondern hier:
• saubere Begriffe
• korrekte Objekt-Ebenen
• keine stillschweigenden Bedeutungswechsel

Konkret:
• p bleibt Parameter
• Intervalle sind Zufallsobjekte
• Wahrscheinlichkeit bezieht sich auf Verfahren
• Bilder und Code widersprechen der Theorie nicht
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These: Stoff wird nicht einfacher, wenn man ihn weichzeichnet.

Vermeide:

• „Stell dir das so vor …“
• „Im Grunde heißt das …“
• „Das ist jetzt nicht ganz korrekt, aber …“

Stattdessen:

• „Wir betrachten im Modell …“
• „Wir konstruieren folgendes Objekt …“
• „Im Gedankenexperiment …“
• „Diese Grafik repräsentiert das Modell, nicht die Realität““

Das entlastet kognitiv, selbst wenn der Anspruch höher ist.
Das ist nicht schwerer – nur ehrlicher.


