Mehr als ein Testergebnis: Konfidenzintervalle im Unterricht
erlebbar machen

Von der Ja/Nein-Entscheidung des Hypothesentests zur Intervallschatzung — praxisnah mit Zollstock,

Ellipse, GeoGebra und Python

Reimund Vehling
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Leitgedanken




Worum es mir heute wirklich geht
Zentrale Leitfrage

Was bedeutet es, wenn wir aus einer Stichprobe
auf die Grundgesamtheit schlielRen?
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Worum es mir heute wirklich geht

Zentrale Leitfrage
Was bedeutet es, wenn wir aus einer Stichprobe
auf die Grundgesamtheit schlielRen?

Vier Eckpfeiler meines Ansatzes

- Unterscheide streng: VS.

- Unterscheide streng: VS.

- Nutze: , um Unsicherheit verstandlich
zu machen - vor dem Erlernen formaler Verfahren.

- Suche: , ohne die formale Bildungsbarriere unnotig
zu erhohen - Strukturen sichtbar machen, nicht die technische Oberflache.
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Zwei Seiten einer Medaille

Hypothesentest

Ist dieses p plausibel?

R. Vehling

Konfidenzintervall
<>

Welche p sind plausibel?
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Zwei Seiten einer Medaille

Was beide verbindet: dieselbe Stichprobe, dieselben Daten - nur die andere Frage.

Hypothesentest o Konfidenzintervall

Ist dieses p plausibel? Welche p sind plausibel?
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Zwei Seiten einer Medaille

Was beide verbindet: dieselbe Stichprobe, dieselben Daten - nur die andere Frage.

Hypothesentest Konfidenzintervall

Ist dieses p plausibel? Welche p sind plausibel?

Der Test auf Niveau o verwirft Hy <= po ¢ K
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Zwei Seiten einer Medaille: Realitat, Modell, Modelle

-~ Modell
l?ealltat ) \[ Parameter p fix, aber nicht sichtbar
Stichprobe N ’ ZufallsgroBen:
X, h X ~Bin(n,p), H=X/n
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-~ Modell
l?ealltat ) \[ Parameter p fix, aber nicht sichtbar
Stichprobe N ’ ZufallsgroBen:
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Prognoseintervalle
(Zollstock)
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[ Hypothesentest
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Zwei Seiten einer Medaille: Realitat, Modell, Modelle

- Modell
Realitat . .
Aea ' i \[ Parameter p fix, aber nicht sichtbar
Stichprobe N ’ ZufallsgréBen:
X, h X ~Bin(n,p), H=X/n
Prognoseintervalle
(Zollstock)
Hypothesentest Konfidenzintervall
Ist po plausibel? Welche p sind mit h vereinbar?
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Leitprinzip der gesamten Inferenz

Trenne Modell und Realitat messerscharf!
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Leitprinzip der gesamten Inferenz

Trenne Modell und Realitat messerscharf!

Modellwelt
- beschreibt ZufallsgroBen (z.B. H = X/n)

- stellt Wahrscheinlichkeiten, Verteilungen und Prognoseintervalle bereit

- lebt vor der Stichprobenziehung
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Leitprinzip der gesamten Inferenz

Trenne Modell und Realitat messerscharf!

Modellwelt
- beschreibt ZufallsgroBen (z.B. H = X/n)

- stellt Wahrscheinlichkeiten, Verteilungen und Prognoseintervalle bereit

- lebt vor der Stichprobenziehung

Datenwelt

- enthalt die beobachtete Realisation (z.B. h = x/n)
- ist das, was tatsachlich passiert ist

- beginnt nach der Stichprobenziehung
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Ein Konfidenzintervall ist nicht erfahrungsbasiert, es ist

- kein Erfahrungsurteil.
- kein Glaubensmayfs
- keine subjektive Unsicherheit
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Ein Konfidenzintervall ist nicht erfahrungsbasiert, es ist

- kein Erfahrungsurteil.
- kein Glaubensmayfs
- keine subjektive Unsicherheit

...sondern ...
eine Eigenschaft eines Zufallsexperiments unter einem Modell.
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Ein Konfidenzintervall ist nicht erfahrungsbasiert, es ist

- kein Erfahrungsurteil.
- kein Glaubensmayfs
- keine subjektive Unsicherheit

...sondern ...
eine Eigenschaft eines Zufallsexperiments unter einem Modell.
Erfahrung motiviert Modelle.
Konfidenzintervalle sind Aussagen uber Verfahren innerhalb eines Modells.
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Prognoseintervalle




Der Zollstock als riicktransformierte Normalapproximation
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Der Zollstock als riicktransformierte Normalapproximation
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0.49 — N(O,1)
B Bin(n,p) standardisiert
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Der Zollstock als riicktransformierte Normalapproximation
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Der Zollstock als riicktransformierte Normalapproximation
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Prognoseintervall - der Zollstock

Ein 95%-Prognoseintervall zu einer Trefferwahrscheinlichkeit p ist ein Intervall, in das die
zufdllige Trefferanzahl X bzw. die zuféllige Trefferhaufigkeit H = X/n bei einem bevorstehenden
Bernoulliexperiment gegebener Lange n mit einer Mindestwahrscheinlichkeit 95% fallt.
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Prognoseintervall - der Zollstock

Ein 95%-Prognoseintervall zu einer Trefferwahrscheinlichkeit p ist ein Intervall, in das die
zufdllige Trefferanzahl X bzw. die zuféllige Trefferhaufigkeit H = X/n bei einem bevorstehenden
Bernoulliexperiment gegebener Lange n mit einer Mindestwahrscheinlichkeit 95% fallt.

Prognoseintervalle schauen in die Zukunft. Man schliet mit ihnen vom Modell (der
Wahrscheinlichkeit) auf die Realitat (relative Haufigkeit).

Bei gegebener Trefferwahrscheinlichkeit p liegt die zufdllige Trefferhaufigkeit H = X/n mit ca. 95%
Sicherheit im Prognoseintervall

{9—1796 e00) 11,96 /D(ln—P)}
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Prognoseintervalle - Denken in Verteilungen

Flr eine binomialverteilte ZufallsgroRe X gilt: n = 10000; p = 0,5.

Finden Sie Aufgaben der Form P(X = R); P(X < R); P(X > R); P(a < X < b),... .
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Prognoseintervalle - Denken in Verteilungen

R. Vehling

Flr eine binomialverteilte ZufallsgroRe X gilt: n = 10000; p = 0,5.

Finden Sie Aufgaben der Form P(X = R); P(X < R); P(X > R); P(a < X < b),... .

Histogramm der Realisationen von X ~ Bin(10000, 0.5)
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Prognoseintervalle - Denken in Verteilungen

Flr eine binomialverteilte ZufallsgroRe X gilt: n = 10000; p = 0,5.
Finden Sie Aufgaben der Form P(X = R); P(X < R); P(X > R); P(a < X < b),... .

Histogramm der Realisationen von X ~ Bin(10000, 0.5) Simulation (1000000 runs) von X ~ Bin(10000, 0.5)
0.008 ] Tails empirisch markiert, Modell zum Vergleich
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Prognoseintervalle - Denken in Verteilungen

Flr eine binomialverteilte ZufallsgroRe X gilt: n = 10000; p = 0,5.
Finden Sie Aufgaben der Form P(X = R); P(X < R); P(X > R); P(a < X < b),... .

Histogramm der Realisationen von X ~ Bin(10000, 0.5) Simulation (1000000 runs) von X ~ Bin(10000, 0.5)
0.008 Tails empirisch markiert, Modell zum Vergleich
0.008 | -+ emp. = 1960
| ~—— theoretisches
= 0.006 | empirisches
g 0. = .
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Idee (ohne Rechner): p=n-p =5000; o= +/10000-0,5-0,5 = 50; 20 = 100
Folgerung: In ca. 95% aller zukiinftigen Falle gilt: 4900 < X < 5100.
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Prognoseintervalle - Denken in Verteilungen

Flr eine binomialverteilte ZufallsgroRe X gilt: n = 10000; p = 0,5.
Finden Sie Aufgaben der Form P(X = R); P(X < R); P(X > R); P(a < X < b),... .

Histogramm der Realisationen von X ~ Bin(10000, 0.5) Simulation (1000000 runs) von X ~ Bin(10000, 0.5)
0.008 Tails empirisch markiert, Modell zum Vergleich
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Idee (ohne Rechner): p=n-p =5000; o= +/10000-0,5-0,5 = 50; 20 = 100
Folgerung: In ca. 95% aller zukiinftigen Falle gilt: 4900 < X < 5100. (0,49 < % < 0,51)
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Prognoseintervalle: absolut und relativ -

Absolutes Prognoseintervall fiir X

[n-p —zy/np(1 —p), n-p+z/np(1 - p)]

absolutes Prognoseintervall fur X
X ~Bin(n,p): n=80, p=0.63, y=0.95

Normierung liefert Einsichten

Relatives Prognoseintervall fiir H = X/n

[p —2yp(L=p)/n, p+2y/p(1 ~ p)/ﬂ]

relatives Prognoseintervall fir H = X/n
X ~Bin(n,p): n=80, p=0.63, y=0.95

80 1.0
72 4
64 0.8
T s A I U
48 0.6
« qo e e L
321 0.4
244
16 0.2
8]
0 T T T - T 0.0 T T T - T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
95%-Pl = [41.936 ; 58.864]p| Aquivalent: 42 = X = 58 95%-Pl = [0.524 ; 0.736]p| Aquivalent: @2 <H =58
R. Vehling Hypothentest und Konfidenzintervalle 10/5



Prognoseintervalle: absolut und relativ -

Absolutes Prognoseintervall fiir X

[n:p—2/pT=p), n-p+2y/np(1 =)

absolutes Prognoseintervall fur X
X ~Bin(n,p): n=80, p=0.63, y=0.95

80
72
64
g
48
JUTRE e
32
24
16

8

0 T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

P
95%-PI ~[41.936 ; 58.864] | Aquivalent: 42 = X = 58

Lineare Transformation H = %

Normierung liefert Einsichten

Relatives Prognoseintervall fiir H = X/n

[p—2vp( =P/, p+2+/p(1 = p)/n]

relatives Prognoseintervall fir H = X/n

10 X ~Bin(n,p): n=80, p=0.63, y=0.95

0.8

0.4

0.2

0.0 T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

P
95%-PI ~[0.524 ; 0.736] | Aquivalent: g2 <H =33

Skalierung andert die Darstellung, nicht die Struktur.

Normierung ist eine lineare Transformation - das 1/+/n-Gesetz wird sichtbar.

R. Vehling
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Hypothesentest




Ein Hypothesentest entscheidet, ob beobachtete Daten unter
Annahme von Hy ungewohnlich sind.



Die Entscheidungsregel wird vor den Daten festgelegt.



Zeitliche Ordnung eines Tests

1. Vor der Stichprobe: Modell, Signifikanzniveau und
Entscheidungsregel werden festgelegt.

2. Dann: Die Stichprobe wird erhoben.

3. Danach: Die festgelegte Regel wird auf die Daten
angewendet.



Gedankenexperiment eines Tests:

Wie ungewohnlich waren diese Daten,
wenn Hy gegolten hatte?



Testen bewertet Daten — nicht die Wahrheit.



Hypothesentests - ganz schon verwirrend, trotz Diagramm

Hypothesentest — eine erste Ubersicht

Alternativtest | | Signifikanztest |
| einseitiger Test | | zweiseitiger Test |
/ \
| linksseitiger Test | | rechtsseitiger Test |
! !

| H, | H, | A A R
P = Po P=p

P2P0  P<DPo P<Po DP>Do P=Po P#*Do

0.2 p(x=k) 0.2 Tp(x=k) 0.2 {p(x=k) 0.2 {p(x=k)
X ~ B(30,0.5) X ~ B(30,0.5) X ~ B(30,0.5) X ~ B(30,0.5)

 Ablehnungsb. 01 01

Ablehnungsb.
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Hypothesentests, nur der zweiseitige Test - viel klarer

Hypothesentest — eine erste Ubersicht

| Signifikanztest |

| zweiseitiger Test

P=Po P FDo

0.2 1p(X=k)
X ~ B(30,0.5)

01 Ablehnungsb.

|Ablehnungsb
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R. Vehling

Modell - Setzung - Style - Ausgabe - Interpretation

e M - =] localhost

°
] Z 1ab (6) - JupyterLab
~ File Edit View Run Kemel Tabs Settings Help
m | Hypothesentestipynb X |+ %
B+ XDOBO » ®m C » Code v b4
o #
# Modellparaneter

n=
po = 0.4

# Setzung
» alpha = 0.05

# Beobachung
k_obs = 52
#

model = BinomialModel(n=n, p=p@)

style = ModelPlotStyle(
bar. bar_width=5

mean_color="tab:gray",mean_styl
sigma_range=5.0, # * ko un i

", mean_width=1.2,

plot_binomial_model_with_rejection_region(
model=model,
alpha=alpha,
k_obs=k_obs,
style=style,
save=f"BinModell_mit_K_n{n}_p{p0:.2f}.pdf"

Simple 6 @  Python 3.13 (jI313) |Idle Mode: Edit @ Ln1,Col1 Hypothese
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Modell - Setzung - Style - Ausgabe - Interpretation

R. Vehling

ece @M - e localhost ®me © + »
®  lab (6) - JupyterLab
o~ 0.08
— File Edit View Run Kernel Tabs Settings Help
0.07
™ Hypothesentestipynb X |+ %
B+ X DO » = C » Code v & - 0.06
o # & 30059
# Modellparaneter x
n = 100 T 0049
po = 0.4 0.034
# Setzung |
* atpha = 0.05 0.02
# Beobachung 0.019
k_obs = 52 0.00
# 20
model = BinomialModel(n=n, p=p0)
K={o0,
style = ModelPlotstyle(
bar_color="tab:blue", bar_width=5
mean_color="tab:gray",mean_style: mean_width=1.2,
signa_range=5.0, # = ko um
plot_binomial_model_with_rejection_region(
model=
yle=style,
save=f"BinModell_mit_K_n{n}_p{p0:.2f}.pdf"
)
Simple 6 @  Python313(i313) [idle Mode: Edit © Ln1,Col1 Hypothese

Stichprobenverteilung

Binomialmodell: n =100, po=0.4
-~ Erwartungswert £(X) = 40
=== Ablehnungsbereich (a = 0.05)

Hypothentest und Konfidenzintervalle

...,30}u {51, ...,100} |

.|I||‘“|| ||““|||h
30 40 50

Anzahl der Erfolge k
kobs =51, p-Wert =0.032

60
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Modell - Setzung - Style - Ausgabe - Interpretation

R. Vehling

°
(<]

[ ]
(=]

e M v =] localhost ®me © + »
Z 1ab (6) - JupyterLab
0.08 4
File Edit View Run Kernel Tabs Settings Help
0.074
A Hypothesentestipynb X |+ %
B+ XDOBO » ®m C » Code v 5 0.06 4
# & Q\I‘ 0.054
# Modellparameter x
n = 100 £ 0.044
po = 0.4 0.034
# Setzung ]
alpha = 0.05 0.02
.01
# Beobachung 00
k_obs = 52 0.00
# 20
model = BinomialModel(n=n, p=p@)
K={0,
style = ModelPlotStyle(
bar_color="tab:blue", bar_width=5
mean_color="tab:gray",mean_style: mean_width=1.2,
sigma_range=5.0, # = ko um
plot_binomial_model_with_rejection_region(
mode L=
yle=style,
save=f"BinModell_mit_K_n{n}_p{p@:.2f}.pdf"
)
simple 6 @  Python3.3(i313) |Idle Mode:Edit © Ln1,Col1 Hypothese

Stichprobenverteilung

Binomialmodell: n =100, po=0.4
Erwartungswert E(X) = 40
=== Ablehnungsbereich (a = 0.05)

Hypothentest und Konfidenzintervalle

..,30} U {51, ...,100} |

.|I||‘“|| ||““|||h
30 40 50

Anzahl der Erfolge k
Kobs =51, p-Wert=0.032

60
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Trennung von Modell und Realitat - auRerhalb der Schule

Modellierte zeitliche Verteilung der Erkrankungen

Referenzmodell der Hochphase (Wellenlange: 8 Wochen)
2000

Referenz: @ = 535.7 Falle/Tag

1750 1 Modell: R=2.0 (Peak/@), Peak=Tag 22
—eo— Modell: R=2.5 (Peak/@), Peak=Tag 22
—e— Modell: R=3.0 (Peak/@), Peak=Tag 22

R
N U
w o
o o
L L

1000 1

7501

500 4

Falle pro Tag je 100 000

2504

0 T T T T T y
0 10 20 30 40 50

Tag der Pandemiewelle (56 Tage)

BezugsgréRe: 100 000 Personen - Erkrankungsrate: 30 %
Peak-Zeitpunkt p = 0.40 der Wellenlédnge - Modellillustration (keine Beobachtungsdaten)
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Die Power eines Tests - Grundwissen (ware schon)
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Die Power eines Tests - Grundwissen (ware schon)

Die Power eines Testes
- Die Power beschreibt die Leistungsfahigkeit eines Tests — nicht die Relevanz eines Effekts.
- Relevanz ist keine stochastische Kategorie - sie gehort zur Fragestellung, nicht zum Test.
- Ob ein Effekt relevant ist, entschiedet nicht der Test, sondern der Kontext der Fragestellung.

- Mit gentigend grofRem Stichprobenumfang kann jeder noch so kleine Unterschied statistisch
auffallig werden.

- Ein groBes n macht Tests empfindlich, nicht unbedingt wichtiger.
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Die Power eines Tests - Grundwissen (ware schon)

Die Power eines Testes

- Die Power beschreibt die Leistungsfahigkeit eines Tests — nicht die Relevanz eines Effekts.
- Relevanz ist keine stochastische Kategorie - sie gehort zur Fragestellung, nicht zum Test.
- Ob ein Effekt relevant ist, entschiedet nicht der Test, sondern der Kontext der Fragestellung.

- Mit genugend grofRem Stichprobenumfang kann jeder noch so kleine Unterschied statistisch
auffallig werden.

- Ein groBes n macht Tests empfindlich, nicht unbedingt wichtiger.

Die Power (Teststarke) eines zweiseitigen Binomialtests beschreibt die Wahrscheinlichkeit, die
Nullhypothese Hy : p = po korrekt abzulehnen, wenn eine bestimmte Alternativhypothese

Hi:p = p1; (p1 # po) wahr ist.
Power = P(X < Ry|p1) + P(X > Rolp1), K =1{0,...,k}U{ko,...,n}

R. Vehling Hypothentest und Konfidenzintervalle 19/5



Die Power ohne Formeln — mit Spiegelung und Denken in Verteilungen
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Die Power ohne Formeln — mit Spiegelung und Denken in Verteilungen

0.075 Ho: p=0.4
Hy: p=0.01
0.050 1
I” "I
=
T ooa ol l11s..
a
—0.025 A
—0.050 A
—0.075 A
20 30 40 50 60

Anzahl der Erfolge k
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Die Power ohne Formeln — mit Spiegelung und Denken in Verteilungen

R. Vehling

k)

P(X

0.075 4

0.050 4

0.025

0.000

—0.025 A

—0.050 1

—0.075 4

Ho: p=0.4
HH‘ Hy: p=0.24
ol Hllll....
2'0 3'0 4'0 5'0 6'0

Anzahl der Erfolge k
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Die Power ohne Formeln — mit Spiegelung und Denken in Verteilungen

R. Vehling

k)

P(X

0.075 4

0.050 4

0.025

0.000

—0.025 A

—0.050 1

—0.075 4

Ho: p=0.4
H Hi: p=0.26
.|I | Hllll....
..IIHH ||H W
20 30 40 50 60

Anzahl der Erfolge k
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Die Power ohne Formeln — mit Spiegelung und Denken in Verteilungen

R. Vehling

k)

P(X

0.075 4

0.050 4

0.025

0.000

—0.025 A

—0.050 1

—0.075 4

Ho: p=0.4
‘ H Hi: p=0.28

""||“ HNW 1l Hllll....
2'0 30 40 5'0 6'0

Anzahl der Erfolge k
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Die Power ohne Formeln — mit Spiegelung und Denken in Verteilungen

0.075 Ho: p=0.4

H1: p=0.3
0.050 1
0.025 4 ‘ ‘ | I
I 0.000 Al IIlI-.

)
— _ lII
>
= | |
-0.025
~0.050
-0.075

50 60
Anzahl der Erfolge k
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Die Power ohne Formeln — mit Spiegelung und Denken in Verteilungen

R. Vehling

k)

P(X

0.075 4

0.050 4

0.025

0.000

—0.025 A

—0.050 1

—0.075 4

Ho: p=0.4
H Hi: p=0.32
all Hllll....
---..n\UW Ly
2'0 3'0 4'0 5'0 6'0
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Die Power ohne Formeln — mit Spiegelung und Denken in Verteilungen

R. Vehling

k)

P(X

0.075 4

0.050 4

0.025

0.000

—0.025 A

—0.050 1

—0.075 4

Ho: p=0.4
‘ Hi: p=0.36
....|I| Hlllg....
"'MIW L
2'0 3'0 4'0 5'0 6'0

Anzahl der Erfolge k
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Die Power ohne Formeln — mit Spiegelung und Denken in Verteilungen

0.075 Ho: p=0.4
Hi: p=0.4

0.050 -

3

I 0.000 .=|I|| I|I|==

x 'IHHH HHHU'

Qa
-0.025

—0.050 1

—0.075 A

20 30 40 50 60
Anzahl der Erfolge k
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Die Power ohne Formeln — mit Spiegelung und Denken in Verteilungen

R. Vehling

k)

P(X

0.075 4

0.050 4

0.025

0.000

—0.025 A

—0.050 1

—0.075 4

Ho: p=0.4
Hy: p=0.44
.|I||m [T
I
2'0 3'0 4'0 5'0 6'0
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Die Power ohne Formeln — mit Spiegelung und Denken in Verteilungen

R. Vehling

k)

P(X

0.075 4

0.050 4

0.025

0.000

—0.025 A

—0.050 1

—0.075 4

20

30 40 50 60
Anzahl der Erfolge k
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Powerfunktion g,(p) = P,(X € K) - Wahrscheinlichkeitsmasse von p in K

Powerfunktion des Tests
Zweiseitiger Binomialtest: Hy: p=0.4, H;:p= 0.4, n=100, a=0.05

0.0 — : .
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Wahrer Parameter p

K={0, ...,30}u {51, ...,100} | Beispiel: p=0.26=0100(0.26) = 0.847
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Powerfunktion g,(p) = P,(X € K) - Wahrscheinlichkeitsmasse von p in K

Powerfunktion des Tests
Zweiseitiger Binomialtest: Hy: p=0.4, H;:p= 0.4, n=100, a=0.05

0.0 . - : .
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Wahrer Parameter p

K={0, ...,30}u {51, ...,100} | Beispiel: p=0.3=g100(0.3) =0.549
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Powerfunktion g,(p) = P,(X € K) - Wahrscheinlichkeitsmasse von p in K

Powerfunktion des Tests
Zweiseitiger Binomialtest: Hy: p=0.4, H;:p= 0.4, n=100, a=0.05

0.0 : - ! .
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Wahrer Parameter p

K={0, ...,30}u {51, ...,100} | Beispiel: p=0.32=0100(0.32) =0.378
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Powerfunktion g,(p) = P,(X € K) - Wahrscheinlichkeitsmasse von p in K

Powerfunktion des Tests
Zweiseitiger Binomialtest: Hy: p=0.4, H;:p= 0.4, n=100, a=0.05

1.0 1

0.8 1

o
o
A

Power gn(p)
o
>

0.0 T 1 T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Wahrer Parameter p

K={0, ...,30}u {51, ...,100} | Beispiel: p=0.44=g100(0.44) = 0.098

R. Vehling Hypothentest und Konfidenzintervalle 21/5



Powerfunktion g,(p) = P,(X € K) - Wahrscheinlichkeitsmasse von p in K

Powerfunktion des Tests
Zweiseitiger Binomialtest: Hy: p=0.4, H;:p= 0.4, n=100, a=0.05

0.0 : ! - .
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Wahrer Parameter p

K={0, ...,30}u {51, ...,100} | Beispiel: p=0.48=0100(0.48) =0.308
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Powerfunktion g,(p) = P,(X € K) - Wahrscheinlichkeitsmasse von p in K

Powerfunktion des Tests
Zweiseitiger Binomialtest: Hy: p=0.4, H;:p= 0.4, n=100, a=0.05

0.0 : ! T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Wahrer Parameter p

K={0, ...,30}u {51, ...,100} | Beispiel: p=0.6=g100(0.6) =0.973
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Powerfunktion und Spiegelung

Powerfunktion des Tests
Zweiseitiger Binomialtest: Ho: p=0.4, H;:p# 0.4, n=100, a=0.05

“0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Wahrer Parameter p

K={0, ...,30}u {51, ...,100} | Beispiel: p=0.32=g100(0.32) =0.378

R. Vehling Hypothentest und Konfidenzintervalle
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Powerfunktion und Spiegelung

Powerfunktion des Tests
Zweiseitiger Binomialtest: Ho: p=0.4, H;:p# 0.4, n=100, a=0.05

0.075

0.050

0.025

S E—— ol
=l

=k)

P(X

—0.075

“0.0 0.2 0.4 0.6 08 10 20 * Anzahl de‘r“;rfo\ ek * *
Wahrer Parameter p 9

K={0, ...,30}u {51, ...,100} | Beispiel: p=0.32=g100(0.32) =0.378
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Ein Modell - zwei digitale Perspektiven

GeoGebra & Python - zwei Werkzeuge, ein Modell

GeoGebra Schulnah, interaktiv und zeilenorientiert, sofort sichtbare Objekte

Python Prazise, reproduzierbar, ideal flir Simulation und professionelles Arbeiten

GeoGebra: Diskrete Powerfunktion Python: Diskrete Powerfunktion
Zweiseitiger Binomialtest: Ho: p=po =0, 28, Hy:p # po
ece Powor-zweiseito. 090 n=100, a=0,05, K={0, ...,18} u {38, ...,100}
o/l boo4N = oL ot
’ _ 0.8
fresssssssse, 3
% Py v
. . '-' - L >§§ 0.6
y L8 ¥ : I < 3 374
y A F gy < >38) T o4
¥ “, V' £ 0.2 \/
oo er e e o e o er o T
n =100 k=28 o = 0.05 p=036 o
—— —— -— —— 0.0 0.2 0.8 1.0

0.4 0.6
Wahrscheinlichkeit p

Didaktische Leitidee: GeoGebra zum Verstehen — Python zum Produzieren.
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Planung des Stichprobenumfangs - sinnvoll probieren

Ausgangsfrage: Wie groR muss der Stichprobenumfang n mindestens sein, damit ein Test
auf Niveau a = 0,1 fur Hg : p < 0,5 gegen Hy : p > 0,5 mit Wahrscheinlichkeit v = 0,9 die
richtige Entscheidung (H, trifft zu) gibt, falls p = 0,6 gilt?
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Planung des Stichprobenumfangs - sinnvoll probieren

Ausgangsfrage: Wie groR muss der Stichprobenumfang n mindestens sein, damit ein Test
auf Niveau a = 0,1 fur Hg : p < 0,5 gegen Hy : p > 0,5 mit Wahrscheinlichkeit v = 0,9 die
richtige Entscheidung (H, trifft zu) gibt, falls p = 0,6 gilt?

Grafiken konnen helfen...
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Planung des Stichprobenumfangs - sinnvoll probieren

Ausgangsfrage: Wie groR muss der Stichprobenumfang n mindestens sein, damit ein Test

auf Niveau a = 0,1 fur Hg : p < 0,5 gegen Hy : p > 0,5 mit Wahrscheinlichkeit v = 0,9 die
richtige Entscheidung (H, trifft zu) gibt, falls p = 0,6 gilt?

Powerfunktion des Tests
Zweiseitiger Binomialtest: Hy:p=0.5, H1:p#0.5, n=20, a=0.2

1
0.0 T 1

T t T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8

1.0
Wahrer Parameter p

k=10, ...,6} U {14, ...,20} | Beispiel: p=0.6=g:0(0.6) =0.256
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Planung des Stichprobenumfangs - sinnvoll probieren

Ausgangsfrage: Wie groR muss der Stichprobenumfang n mindestens sein, damit ein Test

auf Niveau a = 0,1 fur Hg : p < 0,5 gegen Hy : p > 0,5 mit Wahrscheinlichkeit v = 0,9 die
richtige Entscheidung (H, trifft zu) gibt, falls p = 0,6 gilt?

Powerfunktion des Tests
Zweiseitiger Binomialtest: Hy:p=0.5, H1:p#0.5, n=40, a=0.2

T T t T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8

1.0
Wahrer Parameter p

K={0, ...,15} U {25, ...,40} | Beispiel: p=0.6=gao(0.6) = 0.444
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Planung des Stichprobenumfangs - sinnvoll probieren

Ausgangsfrage: Wie groR muss der Stichprobenumfang n mindestens sein, damit ein Test

auf Niveau a = 0,1 fur Hg : p < 0,5 gegen Hy : p > 0,5 mit Wahrscheinlichkeit v = 0,9 die
richtige Entscheidung (H, trifft zu) gibt, falls p = 0,6 gilt?

Powerfunktion des Tests
Zweiseitiger Binomialtest: Hy:p=0.5, H1:p#0.5, n=80, a=0.2

1
0.0 T 1

T t T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8

1.0
Wahrer Parameter p

K=1{0, ...,33} U {47, ...,80} | Beispiel: p=0.6=ggo(0.6) = 0.637
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Planung des Stichprobenumfangs - sinnvoll probieren

Ausgangsfrage: Wie groR muss der Stichprobenumfang n mindestens sein, damit ein Test

auf Niveau a = 0,1 fur Hg : p < 0,5 gegen Hy : p > 0,5 mit Wahrscheinlichkeit v = 0,9 die
richtige Entscheidung (H, trifft zu) gibt, falls p = 0,6 gilt?

Powerfunktion des Tests
Zweiseitiger Binomialtest: Hy:p=0.5, H;:p#0.5, n=160, a=0.2

T T t T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8

1.0
Wahrer Parameter p

K=1{0, ...,71} U {89, ..., 160} | Beispiel: p=0.6=g160(0.6) = 0.887
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Planung des Stichprobenumfangs - sinnvoll probieren

Ausgangsfrage: Wie groR muss der Stichprobenumfang n mindestens sein, damit ein Test

auf Niveau a = 0,1 fur Hg : p < 0,5 gegen Hy : p > 0,5 mit Wahrscheinlichkeit v = 0,9 die
richtige Entscheidung (H, trifft zu) gibt, falls p = 0,6 gilt?

Powerfunktion des Tests
Zweiseitiger Binomialtest: Ho:p=0.5, H;:p# 0.5, n=320, a=0.2

T T t T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8
Wahrer Parameter p

1.0
K=10, ...,148} U {172, ...,320} | Beispiel: p=0.6=g3,0(0.6) = 0.990

R. Vehling Hypothentest und Konfidenzintervalle 24/5



Planung des Stichprobenumfangs - sinnvoll probieren

Ausgangsfrage: Wie groR muss der Stichprobenumfang n mindestens sein, damit ein Test

auf Niveau a = 0,1 fur Hg : p < 0,5 gegen Hy : p > 0,5 mit Wahrscheinlichkeit v = 0,9 die
richtige Entscheidung (H, trifft zu) gibt, falls p = 0,6 gilt?

Powerfunktion des Tests
Zweiseitiger Binomialtest: Hy:p=0.5, H;:p#0.5, n=161, a=0.2

T T t T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8

1.0
Wahrer Parameter p

K=1{0, ...,71}U {90, ..., 161} | Beispiel: p=0.6=g161(0.6) =0.873
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Planung des Stichprobenumfangs - sinnvoll probieren

Ausgangsfrage: Wie groR muss der Stichprobenumfang n mindestens sein, damit ein Test

auf Niveau a = 0,1 fur Hg : p < 0,5 gegen Hy : p > 0,5 mit Wahrscheinlichkeit v = 0,9 die
richtige Entscheidung (H, trifft zu) gibt, falls p = 0,6 gilt?

Powerfunktion des Tests
Zweiseitiger Binomialtest: Hy:p=0.5, H;:p#0.5, n=165, a=0.2

T T t T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8

1.0
Wahrer Parameter p

K=1{0, ...,73}U{92, ..., 165} | Beispiel: p=0.6=g165(0.6) = 0.883
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Planung des Stichprobenumfangs - sinnvoll probieren

Ausgangsfrage: Wie groR muss der Stichprobenumfang n mindestens sein, damit ein Test

auf Niveau a = 0,1 fur Hg : p < 0,5 gegen Hy : p > 0,5 mit Wahrscheinlichkeit v = 0,9 die
richtige Entscheidung (H, trifft zu) gibt, falls p = 0,6 gilt?

Powerfunktion des Tests
Zweiseitiger Binomialtest: Hy:p=0.5, H;:p#0.5, n=166, a=0.2

T T t T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8

1.0
Wahrer Parameter p

K=1{0, ...,74} U {92, ..., 166} | Beispiel: p=0.6=g165(0.6) = 0.900
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Planung des Stichprobenumfangs — mit Zollstocken

Test Hy: p <0,5gegen Hy : p>0,5mita=0,1; v=0,9; p; =0,6.

Zwei Zollstocke aber auch...
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Planung des Stichprobenumfangs — mit Zollstocken

Test Hy: p <0,5gegen Hy : p>0,5mita=0,1; v=0,9; p; =0,6.

Zwei Zollstocke aber auch...

Po Po Po
—e— D1 p —e— D1 » —— pP1 P
Uberlappung, kleines n Beriihrung, mittleres n Liicke, grofies n
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Planung des Stichprobenumfangs — mit Zollstocken

Test Hy: p <0,5gegen Hy : p>0,5mita=0,1; v=0,9; p; =0,6.

Zwei Zollstocke aber auch...

Po Po Po
—e— D1 p —e— D1 » —— pP1 P
—— —— ——
Uberlappung, kleines n Beriihrung, mittleres n Liicke, grofies n

- rechte Grenze des 80%-PI unter po: f(n) = po + ® (1 —a)/po(1—po)/n
p1—@

“t(MV/pi(1—p1)/n

- linke Grenze des 90%-Pl unter pi: g(n)
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Planung des Stichprobenumfangs — mit Zollstocken

Test Hy: p <0,5gegen Hy : p>0,5mita=0,1; v=0,9; p; =0,6.

Zwei Zollstocke aber auch...

Po Po
+

Po
—— D1 p —e— D1 » pP1 p

Uberlappung, kleines n Beriihrung, mittleres n Liicke, grofies n

- rechte Grenze des 80%-PI unter po: f(n) =

po+ @ (1—a)y/po(1—po)/n
- linke Grenze des 90%-Pl unter p1: g(n) = p1

“t(MV/pi(1—p1)/n

GeoGebra Classic

[ X ]
Bz\/;fgm)%x:x: I 2 « Q

. 1—po
1 Lése| po+ InversNormal(0, 1, 1 — a) leo- 72 = b1~ InversNormal (0, 1, )\
~ {n=160.94}
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IQB-Aufgabe 2022 - n gesucht mit Grafik
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Die Abbildung liefert fiir p= 0,07 einen Wert zwischen 0,095 und 0,1.

Y: Anzahl der fehlerhaften Armbénder
P53 (Y <4)~0,101, R}{3 (Y <4)=~0,097, PJ3} (Y <4)~0,093

Die Stichprobe hatte also einen Umfang von 113 Armbéndern.

b

Der Handler mdchte vermeiden, irrtiimlich von einem zu geringen Anteil fehlerhaf-
ter Armbander auszugehen, da dies beispielsweise zu unerwartet vielen Reklama-
tionen durch Kunden filhren kénnte. Bei der gewahiten Nullhypothese betragt das
Risiko fiir diesen Irrtum héchstens 9,7 % und ist damit gering. Die Wahrscheinlich-
keit dafir, irrtGimlich von einem zu groRen Anteil auszugehen, kann dagegen we-
sentlich groRer sein.
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b Es soll davon ausgegangen werden, dass 80 000 Personen an dem Spiel teilneh-
men werden. Der Erwartungswert der Anzahl der Personen mit zwei Strandkérben
wird mit p bezeichnet. Ermitteln Sie den kleinsten méglichen ganzzahligen Wert
von ¢, fiir den die Anzahl der Personen mit zwei Strandkérben mit einer Wahr-
scheinlichkeit von mindestens 80 % im Intervall [u —CiH+ c] liegt.

¢ Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass eine zufallig ausgewahite Person nach der

Teilnahme am Gewinnspiel eine Reise bei dem Reiseunternehmen bucht, wird mit
p bezeichnet. Fiir das Unternehmen ware eine Verldngerung des Gewinnspiels fiir
p =2% mit Vorteilen fir p<2% mit i Verlusten.
Die Nullhypothese ,p betrégt mindestens 2 %.“ soll auf einem Signifikanzniveau
von 5 % getestet werden. Je groRer der Umfang der Stichprobe gewahlt wird,
desto teurer ist die Durchfiihrung des Tests.
Das Gewinnspiel soll nur dann nicht verlangert
werden, wenn die Nullhypothese aufgrund des
Testergebnisses abgelehnt werden miisste.

Die Abbildung stellt fiir zwei mégliche Stich-
probenumfénge n, und n, mit n, <n, in Ab-
hangigkeit von p die Wahrscheinlichkeit dafiir
dar, dass das Ergebnis des Tests im Ableh-
nungsbereich liegt. Geben Sie an, unter wel-
cher Bedingung sich der groRere Stichpro- 0 0.01 0.02
benumfang fiir das Unternehmen lohnen kénnte, und begriinden Sie Ihre Angabe
unter Verwendung der Abbildung sowie des Fehlers zweiter Art.

R. Vehling Hypothentest und Konfidenzintervalle

27/5



IQB-Aufgabe 2023 - argumentieren mit Grafik

der Lander
Pool fiir das Jahr 2023 nfordonunganivess|  Prfungatel Sachgoblet! | dighaios Hitsmitel c|Der Fehler zweiter Art kann auftreten, wenn p < 0,02 gilt, beispielsweise fiir 5
Aufgabon fiir das Fach Mathematik erhoht B ‘ ‘Stochastic MMSWTR p=0,014 . Fiir diesen Wert von p liegt der Graph zu n, oberhalb des Graphen zu
n,. Damit ist die Wahrscheinlichkeit fir den Fehler zweiter Art, d. h. die Wahr-
b Es soll davon ausgegangen werden, dass 80 000 Personen an dem Spiel teilneh- | 4 scheinlichkeit dafir, das Gewinnspiel irrtiimlich zu verlangern, fiir n, kleiner als
men werden. Der Erwartungswert der Anzahl der Personen mit zwei Strandkérben fir n,. Bei gré ist fir das 1 also das Risiko,
wird mit u bezeichnet. Ermitteln Sie den kleinsten méglichen ganzzahligen Wert durch eine Veﬂa‘ngerung des Gewinnspiels finanzielle Verluste zu erleiden, gerin-
von ¢, fiir den die Anzahl der Personen mit zwei Strandkérben mit einer Wahr- ger. Gleichzeitig sind aber die Kosten fiir die Durchfiihrung des Tests hoher. Damit
scheinlichkeit von mindestens 80 % im Intervall [u —CiH+ c] liegt. konnte sich der groRere Suchpmbenumfang fiir das Unternehmen Iohnen wenn
¢ Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass eine zufallig ausgewahite Person nach der 5 :fgz\::?::mhe" Kosten fiir den g v imfang ge-

Teilnahme am Gewinnspiel eine Reise bei dem Reiseunternehmen bucht, wird mit
p bezeichnet. Fiir das Unternehmen ware eine Verldngerung des Gewinnspiels fiir
p =2% mit Vorteilen fir p<2% mit i Verlusten.
Die Nullhypothese ,p betrégt mindestens 2 %.“ soll auf einem Signifikanzniveau
von 5 % getestet werden. Je groRer der Umfang der Stichprobe gewahlt wird,
desto teurer ist die Durchfiihrung des Tests.
Das Gewinnspiel soll nur dann nicht verlangert
werden, wenn die Nullhypothese aufgrund des
Testergebnisses abgelehnt werden miisste.

Die Abbildung stellt fiir zwei mégliche Stich-
probenumfénge n, und n, mit n, <n, in Ab-
hangigkeit von p die Wahrscheinlichkeit dafiir
dar, dass das Ergebnis des Tests im Ableh-
nungsbereich liegt. Geben Sie an, unter wel- .
cher Bedingung sich der groRere Stichpro- 0 0.01 0.02
benumfang fiir das Unternehmen lohnen kénnte, und begriinden Sie Ihre Angabe
unter Verwendung der Abbildung sowie des Fehlers zweiter Art.

R. Vehling Hypothentest und Konfidenzintervalle 27/5



IQB-Aufgabe 2023 - argumentieren mit Grafik

der Liinder

Pool fiir das Jahr 2023 Anforderunganiveaul
Aufgaben fir das Fach Mathematik ermat

Prifungsteil Sachgebiet’ | digitales Hilfsmittel
3 ‘Stochastic MMSWTR

b Es soll davon ausgegangen werden, dass 80 000 Personen an dem Spiel teilneh-
men werden. Der Erwartungswert der Anzahl der Personen mit zwei Strandkérben
wird mit p bezeichnet. Ermitteln Sie den kleinsten méglichen ganzzahligen Wert
von ¢, fiir den die Anzahl der Personen mit zwei Strandkérben mit einer Wahr-
scheinlichkeit von mindestens 80 % im Intervall [u —CiH+ c] liegt.

¢ Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass eine zufallig ausgewahite Person nach der

Teilnahme am Gewinnspiel eine Reise bei dem Reiseunternehmen bucht, wird mit
p bezeichnet. Fiir das Unternehmen ware eine Verldngerung des Gewinnspiels fiir
p =2% mit Vorteilen fir p<2% mit i Verlusten.
Die Nullh th .p betragt mil 1s 2 %." soll auf einem Signifikanzniveau
von 5 % getestet werden. Je groRer der Umfang der Stichprobe gewahlt wird,
desto teurer ist die Durchfiihrung des Tests.
Das Gewinnspiel soll nur dann nicht verlangert
werden, wenn die Nullhypothese aufgrund des
Testergebnisses abgelehnt werden miisste.

Die Abbildung stellt fiir zwei mégliche Stich-
probenumfénge n, und n, mit n, <n, in Ab-
hangigkeit von p die Wahrscheinlichkeit dafiir
dar, dass das Ergebnis des Tests im Ableh-
nungsbereich liegt. Geben Sie an, unter wel- .
cher Bedingung sich der groRere Stichpro- 0 0.01 0.02
benumfang fiir das Unternehmen lohnen kénnte, und begriinden Sie Ihre Angabe
unter Verwendung der Abbildung sowie des Fehlers zweiter Art.

c|Der Fehler zweiter Art kann auftreten, wenn p < 0,02 gilt, beispielsweise fiir 5
p=0,014 . Fiir diesen Wert von p liegt der Graph zu n, oberhalb des Graphen zu
n,. Damit ist die Wahrscheinlichkeit fir den Fehler zweiter Art, d. h. die Wahr-
scheinlichkeit dafir, das Gewinnspiel irrtiimlich zu verlangern, fiir n, kleiner als
fiir n,. Bei gro ist fiir das L 1 also das Risiko,
durch eine Vena‘ngerung des Gewinnspiels finanzielle Verluste zu erleiden, gerin-
ger. Gleichzeitig sind aber die Kosten fiir die Durchfiihrung des Tests héher. Damit
konnte sich der groRere Suchpmbenumfang fir das Unternehmen Iohnen wenn

die zusatzlichen Kosten fiir den gro p imfang a ig ge-
ring waren.
PU(X < kerit)
1
\ B p, =0.014
o =0.05
05
p,=0.02
Pdwer: 1-B —
P
0 0605 001 0315 002 0025 003 0035
n = 2000
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IQB-Aufgabe 2023 - argumentieren mit Grafik

der Liinder

Pool fiir das Jahr 2023 Anforderunganiveaul
Aufgaben fir das Fach Mathematik ermat

Prifungsteil Sachgebiet’ | digitales Hilfsmittel
3 ‘Stochastic MMSWTR

b Es soll davon ausgegangen werden, dass 80 000 Personen an dem Spiel teilneh-
men werden. Der Erwartungswert der Anzahl der Personen mit zwei Strandkérben
wird mit p bezeichnet. Ermitteln Sie den kleinsten méglichen ganzzahligen Wert
von ¢, fiir den die Anzahl der Personen mit zwei Strandkérben mit einer Wahr-
scheinlichkeit von mindestens 80 % im Intervall [u —CiH+ c] liegt.

¢ Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass eine zufallig ausgewahite Person nach der

Teilnahme am Gewinnspiel eine Reise bei dem Reiseunternehmen bucht, wird mit
p bezeichnet. Fiir das Unternehmen ware eine Verldngerung des Gewinnspiels fiir
p =2% mit Vorteilen fir p<2% mit i Verlusten.
Die Nullh th .p betragt mil 1s 2 %." soll auf einem Signifikanzniveau
von 5 % getestet werden. Je groRer der Umfang der Stichprobe gewahlt wird,
desto teurer ist die Durchfiihrung des Tests.
Das Gewinnspiel soll nur dann nicht verlangert
werden, wenn die Nullhypothese aufgrund des
Testergebnisses abgelehnt werden miisste.

Die Abbildung stellt fiir zwei mégliche Stich-
probenumfénge n, und n, mit n, <n, in Ab-
hangigkeit von p die Wahrscheinlichkeit dafiir
dar, dass das Ergebnis des Tests im Ableh-
nungsbereich liegt. Geben Sie an, unter wel- .
cher Bedingung sich der groRere Stichpro- 0 0.01 0.02
benumfang fiir das Unternehmen lohnen kénnte, und begriinden Sie Ihre Angabe
unter Verwendung der Abbildung sowie des Fehlers zweiter Art.

c|Der Fehler zweiter Art kann auftreten, wenn p < 0,02 gilt, beispielsweise fiir 5
p=0,014 . Fiir diesen Wert von p liegt der Graph zu n, oberhalb des Graphen zu
n,. Damit ist die Wahrscheinlichkeit fir den Fehler zweiter Art, d. h. die Wahr-
scheinlichkeit dafir, das Gewinnspiel irrtiimlich zu verlangern, fiir n, kleiner als
fiir n,. Bei gro ist fiir das L 1 also das Risiko,
durch eine Vena‘ngerung des Gewinnspiels finanzielle Verluste zu erleiden, gerin-
ger. Gleichzeitig sind aber die Kosten fiir die Durchfiihrung des Tests héher. Damit
konnte sich der groRere Suchpmbenumfang fir das Unternehmen Iohnen wenn
die zusatzlichen Kosten fiir den gré p imfang a ig ge-
ring waren.

BI(X < ko)

\ B p, =0.014
o =0.05
p=0.02

Pdwer: 1- —

P

P e T Sy Ty e
n=2000
BI(X < ko)

p, =0.014
o =0.05

p,=0.02
Phwer: 1-

0 0005 001 00615 002 0625 003 0.035
n = 1600
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Konfidenzintervalle - wie werden sie
berechnet und wo steckt der Zufall?




Konfidenzintervall - der Versuch einer Definition

Ergebnis der Fortbildung

Ein Konfidenzintervall zu einer beobach-
teten relativen Haufigkeit h besteht aus
allen denjenigen Wahrscheinlichkeiten (p-
Werten), in deren Prognoseintervall die
beobachtete relative Haufigkeit h liegt.

\
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Konfidenzintervall - der Versuch einer Definition

Ergebnis der Fortbildung Ergebnis am Schreibtisch
Ein Konfidenzintervall zu einer beobach- Ein Konfidenzintervall zu einer beobach-
teten relativen Haufigkeit h besteht aus teten relativen Haufigkeit h ist die Menge
allen denjenigen Wahrscheinlichkeiten (p- aller Wahrscheinlichkeiten p im Binomial-
Werten), in deren Prognoseintervall die modell Bin(n, p), in deren Prognoseinter-
beobachtete relative Haufigkeit h liegt. vall die beobachtete relative Haufigkeit h
~ liegt.

.
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Konfidenzintervall - der Versuch einer Definition

Ein Konfidenzintervall zu einer beobachteten rela-
tiven Haufigkeit h ist die Menge aller Wahrschein-
lichkeiten p im Binomialmodell Bin(n, p), in deren
Prognoseintervall die beobachtete relative Haufig-
keit h liegt.

u J
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Konfidenzintervall - der Versuch einer Definition

Ein Konfidenzintervall zu einer beobachteten rela-
tiven Haufigkeit h ist die Menge aller Wahrschein-
lichkeiten p im Binomialmodell Bin(n, p), in deren
Prognoseintervall die beobachtete relative Haufig-
keit h liegt.

u J

Wo ist hier der Zufall?
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Konfidenzintervalle freirubbeln - und berechnen

Stichprobenziehung: n = 120; x = 78; h = 0,65

p=0.36

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
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Konfidenzintervalle freirubbeln - und berechnen

Stichprobenziehung: n = 120; x = 78; h = 0,65

p =0.56

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
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Konfidenzintervalle freirubbeln - und berechnen

Stichprobenziehung: n = 120; x = 78; h = 0,65

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
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Konfidenzintervalle freirubbeln - und berechnen

Stichprobenziehung: n = 120; x = 78; h = 0,65

p=0.73

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
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Konfidenzintervalle freirubbeln - und berechnen

Stichprobenziehung: n = 120; x = 78; h = 0,65

p=0.93

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Stichprobenziehung: n = 120; x = 72; h = 0,60
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Konfidenzintervalle freirubbeln - und berechnen

Stichprobenziehung: n = 120; x = 78; h = 0,65

p=0.93

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Stichprobenziehung: n = 120; x = 72; h = 0,60

p=0.31

r T T t T d
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
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Konfidenzintervalle freirubbeln - und berechnen

Stichprobenziehung: n = 120; x = 78; h = 0,65

p=0.93

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Stichprobenziehung: n = 120; x = 72; h = 0,60

p=0.51

r T T T d
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
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Konfidenzintervalle freirubbeln - und berechnen

Stichprobenziehung: n = 120; x = 78; h = 0,65

p=0.93

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Stichprobenziehung: n = 120; x = 72; h = 0,60

r T T T d
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
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Konfidenzintervalle freirubbeln - und berechnen

Stichprobenziehung: n = 120; x = 78; h = 0,65

p=0.93

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Stichprobenziehung: n = 120; x = 72; h = 0,60

p =068

r T T T d
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
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Konfidenzintervalle freirubbeln - und berechnen

Stichprobenziehung: n = 120; x = 78; h = 0,65

p=0.93

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Stichprobenziehung: n = 120; x = 72; h = 0,60

p=0.88

r T T T T d
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

R. Vehling Hypothentest und Konfidenzintervalle

30/5



Konfidenzintervalle freirubbeln - und berechnen

bein=120,h=0.65,y=095

Stichprobenziehung: n = 120; x = 78; h = 0,65 :

p=0.93

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Stichprobenziehung: n = 120; x = 72; h = 0,60

p =088

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
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Konfidenzellipse (do it yourself) - wahrend einer denkwiirdigen Fortbildung
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Die Konfidenzellipse (do it yourself) - wahrend einer denkwiirdigen Fortbildung

T —
Woly i n=100

PN bmaalll r=GO
U Barto Lys vy = J=0b

40 - -

4 0 [ 0y q o o8 A P
Cin Houhdaz inlacvadl Aeckldk aun aMM
o jaiga W' l2zafes (p-toeda) | thain
u)ﬁw vl lerunQ i Aeckac lbehe
@ 6ol Uefrighoct L Lgt -
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Die Konfidenzellipse als Denkraum

W Wollyamg, Uaps. ';L——Aoo - .
e S 7 Mehr als eine Grafik
L | e Die Konfidenzellipse ist kein Poster und kein
i z;—“~~~--~ »

,\\'){@'

L.;.x I

Rechenhilfsmittel,
i sondern ein gemeinsamer Denkraum.

- Sie macht Abhangigkeiten sichtbar.
- Sie erlaubt Perspektivwechsel (Schnitte).

- Sie verbindet Geometrie und Stochastik.

ISR - Sie tragt Prognose- und Konfidenzintervalle.
uIAVJ,Z'J‘)"V'W°6D*°°"A? )
4 d&m Nicht anschauen — benutzen.
Emi\%o«%#ﬂw ) s

10 nile (prloadan) | ohain
‘*"*&““.g‘\“; il M,e,ch ke
& GainL Rt £

Immer wieder — im Klassenraum - gemeinsam.
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Konfidenzellipsen - ein Uberblick, falls n verandert wird

Konfidenzellipse bei n =50, h=0.6, y=0.95

1.0
—— obere Grenze
—— untere Grenze
Konfidenzbereich
=== Trefferanteil h
081 == wilson-Ki bei h
0.6
<
0.4
0.2
0.0 T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
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Konfidenzellipsen - ein Uberblick, falls n verandert wird

Konfidenzellipse bei n =80, h=0.6, y=0.95

1.0
—— obere Grenze
—— untere Grenze
Konfidenzbereich
=== Trefferanteil h
081 == wilson-Ki bei h
0.6
<
0.4
0.2
0.0 T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
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Konfidenzellipsen - ein Uberblick, falls n verandert wird

Konfidenzellipse bei n =100, h=10.6, y=0.95

1.0
—— obere Grenze
—— untere Grenze
Konfidenzbereich
=== Trefferanteil h
081 == wilson-Ki bei h
0.6
<
0.4
0.2
0.0 T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
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Konfidenzellipsen - ein Uberblick, falls n verandert wird

Konfidenzellipse bei n =200, h=10.6, y=0.95

1.0
—— obere Grenze
—— untere Grenze
Konfidenzbereich
=== Trefferanteil h
081 == wilson-Ki bei h
0.6
<
0.4
0.2
0.0 T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
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Konfidenzellipsen - ein Uberblick, falls n verandert wird

Konfidenzellipse bei n =400, h=10.6, y=0.95

1.0
—— obere Grenze
—— untere Grenze
Konfidenzbereich
=== Trefferanteil h
081 == wilson-Ki bei h
0.6
<
0.4
0.2
0.0 T T —— T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
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Konfidenzellipsen - ein Uberblick, falls n verandert wird

Konfidenzellipse bei n=1000, h=0.6, y=0.95

1.0
—— obere Grenze
—— untere Grenze
Konfidenzbereich
=== Trefferanteil h
081 == wilson-Ki bei h
0.6
<
0.4
0.2
0.0 T T = T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
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Konfidenzellipsen - ein Uberblick, falls n verandert wird

R. Vehling

Konfidenzellipse bei n=50, h=0.6, y = 0.95

- Teffera
— Wilson-Ki bei h

Konfidenzellipse bei n = 1000, h=0.6, y = 0.95

— obere Grenze
— untere Grenz

Konfidenzbereich
n

e
— Wison-K1 bei h

Konfidenzellipse bei n=1000, h=0.6, y=0.95 1
1.0
—— obere Grenze
—— untere Grenze 0s
Konfidenzbereich
--- Trefferanteil h
087 e Wilson-KI bei h
=
04
0.6
02
0.4 oo
1
0.2
0s
0.0 T r == T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 =
p 04
02
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Konfidenzellipsen - ein Uberblick, falls n verandert wird

Konfidenzellipse bei n =80, h=0.6, y=0.95

—— obere Grenze
—— untere Grenze

Kanfidenzbereich Schnitt des oberen Astes der Ellipse mit
. ioneKi pei h h = 0,6 liefert die linke Grenze p, des
1 Konfidenzintervalls:

0.81

0.6
- 0,6 = pu + 1,96

0.4

pu(l = pu)
n

Schnitt des unteren Astes der Ellipse

021 mit h = 0,6 liefert die rechte Grenze p,
des Konfidenzintervalls:

0.0

0.0 0.‘2 0‘.4 0.‘6 018 1.0 1 —
p 0,6 =po— 1,96 M
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Konfidenzellipsen - ein Uberblick, falls n verandert wird

Konfidenzellipse bei n =80, h=0.6, y=0.95

—— obere Grenze

T e orenze Die Konfidenzellipse hilft ...

Konfidenzbereich
=== Trefferanteil h

— Wilson-Ki bei h y - Prognoseintervalle von
Konfidenzintervallen zu
06 unterscheiden,

0.81

- Berechnungen zu verstehen,
0.4

- Abhangigkeiten zu entdecken und
zu begrunden.

Sie ist keine Darstellung der
0.0 : : : Verfahrenswahrscheinlichkeit.
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Konfidenzellipsen - ein Uberblick, falls n verandert wird

Konfidenzellipse bei n =80, h=0.6, y=0.95

0.81

—— obere Grenze
—— untere Grenze
Konfidenzbereich
=== Trefferanteil h
== Wilson-KI bei h

0.6

0.4

0.21

0.0

Uberdeckungswahrscheinlichkeit: Zahlenwert

0.2 0.4

0.6

0.8

Die Konfidenzellipse hilft ...

- Prognoseintervalle von
Konfidenzintervallen zu
unterscheiden,

- Berechnungen zu verstehen,

- Abhangigkeiten zu entdecken und
zu begrunden.

Sie ist keine Darstellung der
Verfahrenswahrscheinlichkeit.

Sicherheitswahrscheinlichkeit: Wird oft benutzt, umgangssprachlich besetzt, 95% sicher - was soll ich mir darunter vorstellen?
Verfahrenswahrscheinlichkeit: Die Wahrscheinlichkeit gehort dem Verfahren, nicht dem Ergebnis; der Perspektivwechsel wird deutlich.

R. Vehling
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Konfidenzintervall - Abhangigkeit vom

R. Vehling

n verschieden, v = 0,95

n=1000, h=0.36, y=0.95

as%K1-10.31,035
039 )'{

038

037

035

034

033

n=10000, h=0.36, y=0.95

nund ~

n=100000, h=0.36, y=0.95

n=1000000, h=0.36, y =0.95

o o o
95%-K1=[0.351;0.369] 95%Ki = [0.357;0.363] 95%KI = [0.359; 0.361]
039 039 039
038 038 038
0374 037 037
< 036 <o o
035 035 035
0344 034 034
0334 033 033
032 T T o T o T T
032 034 03 038 040 0. 0.40 032 03¢ 036 038
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Konfidenzintervall - Abhangigkeit vom n und ~

R. Vehling

n verschieden, v = 0,95

o n=1000, h=0.36, y=0.95
038
0374
0
035
0344
0334
o. T T T
2 oS obs 0% 040
P
n = 1000, ~ verschieden
o n=1000, h=0.36, y=0.98
50| sEHHI= 032603851
038
0374
0
035
0344
033

n=10000, h=0.36, y=0.95

n=100000, h=0.36, y=0.95

=1000000, h=0.36, y=0.95

o o o
95%-K1=[0.351;0.369] 95%Ki = [0.357;0.363] 95%KI = [0.359; 0.361]
039 039 039
038 038 038
0374 037 037
< 036 o o
035 035 035
0344 034 034
0334 033 033
0.32 T T T o. T T o. T T
032 034 036 038 040 032 03¢ 036 038 040 032 03¢ 036 038 040
p
. =1000, h=0.36, y=0.9 . Nn=1000, h=0.36, y=0.5 . =1000, h=0.36, y=0.05
039 90%KI=(0335:0385) 030 50%KI=10.350;0.370] 039 SKI=1035%;03611
038 038 038
0374 037 0374
<036 o 0.
035 035 035
034 034 034
033 0334 033
032 T T T o T T o. T
032 034 03 038 040 032 034 036 038 040 0. 0.40
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Konfidenzellipse — mehr als ein Programm

L]
(-]

R. Vehling

simple "

©@h + 0

o < ] locanost £

Z 0vcl_elps.. () - dopyertab (@ Hooksta, Rink: Sgnkantestsund Kenfdenzinter

Edit View Run Kemel Tabs Setings Help

= O1_cl_ellipse.ipynb X +
B+ XDO»®Cw» Cove v ® Pytnona13 (1313) O =
. . ) ) 1
mit der

deren untere und 2wel Funktionen £

_ P-7) . Wi-7)
1) =tz y[PESP und gp) =p-zey PO

s ()

Ausgewertet
Parameterwert p durch Schnitte mit der Paralleln zur z-Achse mit Abstand h.
Als geometrisches Hifsmittel macht die Konfidenzellipse Abh:

iingigkeiten von den
, y und dem hsichib

Prognose- und

+ Prognoseintervalie: paraliel zu y-Achse
+ Konfidenzintervalle: parallel zu z-Achse

Zujedem h
Aussagen zu y) konnen
auf Hierzu die mit

Simulationen verdeutiicht werden kénnen.

Prognoseintervalle Konfidenzintervalle.

Bekannter Parameterwertp  Unbekannter Parametervert p
2ufillge Grote H = X/n  Zufaliges Stichprobenergebis
Schnitts porallel zur -Achse  Schnite paralel zr z-Achse
Feste Grenzfunidionen f und g Feste Grenzfunktionen £ und g
ybezieht sich auf H -y ergibt sich erstdurch Wiederhalung

Python 3.13 (1313) | Idle Mode: Command @  Ln3, Col 1 01_ci_ellipse.ipynl
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Konfidenzellipse — mehr als ein Programm

eee @ < = locahost () ©@h + 0 eoe M- < & localhost © + »
2 oLcLop..6) - wpperab R e — o e e O ——
Flo Edt_view Run WSTR Tebe Setlogs Heb  File Edt View Run Kemel Tebs Settings Help
= O1_cLelipse.pynb + [r—
s ot N WD * o | @ 01cislipse.ipynb . + %
B+ XDO »mCow» code v & Pymona1 (w3 O =
B+ X MO O » = C » Code v &
®
mit der O 4 e Eingaben: Hodell, Geometrie, Style ==m=s &
. model = CIModelConfig(h=0.36, n=109, ganmas0.9s
deren untere und 2wei Funktionen geometry = CIGeometryConfig(p_nin=0.0, p_max=0.6)
*»
1 style = CISt) Iei:i ba ="tat
1@ =pt 2 [PITP wmd ) =p-z D)l » L e
area_stone
itz = a4 (122). prediction_steps=9,grideFalse, ticks
J— . e “ D 0 s e
Parameterwert p durch Schite mit der Paralen zur z-Achse it Abstand A s T e Tye N
Als geometrisches Hilfsmittel macht die Kenﬂdenze\lmse Abhanglqkewlen von den ) R E\hpse e nr_gamma(mnﬂe\ gamna)_h_
, 7 und dem
Prognose- und
Simple 11 ® Python 313 (1313) |icle Mode: Command © Ln1,Col1 01,
+ Prognoseintervali: paralel zu y-Achse
+ Konfidenzintervalle: parale zu z-Achse
Zu jedem h
Aussagen zu y) kinnen WILSON-Konfidenzintervall
auf die mit Setzung: 1= 100, y =095 | Stichprabe: = 0.36
Simulationen verdeuticht werden kinen.
059
Prognoseintervale Konfidenzintervalle 04d
<03
Zufilige Gréte H = X/n  Zuiliges Stichprobenergebnis h
‘Schnitte parallel zur y-Achse  Schnitte parallel zur z-Achse 024
Feste Grenzfunkionen fund g Feste Grenzfunktionen f und g -
- bezieht sich aut  oribt sich erst durch Wiederholung
Smple 1 ® Pyihon313(1313)lele Mode: Command @ Ln3, Col1_O1_cl lipsepyn 9o o1 03 oa as o5 os

3
WILSONKI =[0.273,0.458] | WALD-KI =[0.266;0.45)
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Konfid

enzellipse - mehr als ein Programm

eee @ < e localhost 2 ©@h + 0 eee M- < = localhost we © + »
® O1clolis..(6) - pytorab (© vosksr, Rk Signtkanztests und Konfceninter ° AT O ——
File Edit View Run Kemel Tabs Settings Help = e Edt View Rn Kemel Tabs Setings Hep
= OLcelipseipyb  x + e
L] el-ellpse oy | = Oci_elipsepynt .+ o
B+ XDO = C» Code v & Python313 (913 O =
8+ X000 > 8 C» Coe v s
o &
mit der o . Eingaben: Modell, Geonetrie, Style L
- model = CIModelConfig(h=0.36, n=100, ganm:
deren untere und zwei Funktionen f geonetry = CIGeonetryConfig(p_nin=0.0, p_nax=0.6)
» ,
) N i) style = CIStyle(ci_bar="tab:blue"  helper_lines="gray",
1) =p+zy[PEZP) wnd g(p) =p-z [ PEZP, » elirvatiower=gray sy cirvalpparesdingrays
area_alpha=0.2, show_prediction_overlay=True,
mitz = 371 (157) prediction_steps=9, orid=False, ticks="fine")
¥
Ausgewertet werden diese Konfidenzeintervalle fir einen unbekannten ': T ‘;“;95”* ””': 99 G’i““ speichern
rameten eh Schnitte mit der Paraien zur 2- i h 1, re=plot_ci(model=nodel, geonetry=geonetry,
Parameterwert p durch Schnite mit der Paralieln zur z-Achse mit Abstand h STy A
Als geometrisches Hifsmittel macht die Konfidenzellpse Abhangigkeiten von den ] e s iEa e L
, y und dem b
Der hen Prognose- und
Simple 11 @ Python 313 (j313) |Idle Mode: Command @ Ln1,Col1 01
+ Prognoseintervall: parallel zu y-Achse
+ Kenfidenzintervalie: paraie zu z-Achse
2ujodem h
Jumagen ) kénnen WILSON-Konfidenzintervall
aut Herzu die mit Setzung:n = 100, y= 0.95 | Stichprabe: h = 0.35
Simulationen verdeuticht werden kinnen.
034
Prognoseintervalle Konfidenzintervalle 04d
Bekannter Parameterwertp  Unbekannter Parametervert p
<03
2ufillge Grote H = X/n  Zufaliges Stichprobenergebis
Schnitts porallel zur -Achse  Schnite paralel zr z-Achse 024
Feste Grenzfunidionen f und g Feste Grenzfunktionen £ und
fundg fundg o014
ybezieht sich aut H -y ergibt sich erstdurch Wiederhalung
simple 11 ® Python 313 (1313) 1dleMode: Command @ Ln3,Cal1 _O1_cl_ollpsepyn o oa a0
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Konfidenzintervalle - WILSON, WALD und Clopper-Pearson

2
WILSON: Normalapproximation, Grenzen durch Losen der Gleichung (h — p)? = % p(1—p)
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Konfidenzintervalle - WILSON, WALD und Clopper-Pearson

WILSON: Normalapproximation, Grenzen durch Losen der Gleichung (h — p)? = %2 p(1—p)
h=pu—zy/pu(1 = pu)/n

h = po +2v/Po(1 — po)/n .
Puo=(1—0)-3+a-hFz-y\/& 52+ 0=

se bei n=100,h =06, y=0.95
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Konfidenzintervalle - WILSON, WALD und Clopper-Pearson

WILSON: Normalapproximation, Grenzen durch Lésen der Gleichung (h — p)® = %pg -p)
h=py—2y/pu(1 —pu)/n

h = po +2v/Po(1 — po)/n E
Pu,o=(1—a)-%+a-hq:z-m;a::ﬁ%

WALD: Approximation der Losungen von WILSON; in GeoGebra und Rechnern implementiert

[h — 21—y /N = M)/1, W+ 21— jp /A (1 — h)/n]

o
0o
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Konfidenzintervalle - WILSON, WALD und Clopper-Pearson

2
WILSON: Normalapproximation, Grenzen durch Losen der Gleichung (h — p)? = % p(1—p)

h=pu—2zy/pu(l—pu)/n
h = po+2y/Po(1—po)/n .

pu,o:(1—0)-%+G-h:|32-\/4%~¥+@;G::H_%% o
WALD: Approximation der Losungen von WILSON; in GeoGebra und Rechnern implementiert
[h — Z1—ayo /N = B)/0, D+ 21— jo/H(1 — h)/n]

Clopper-Pearson (exakt) : Inversion der Binomialverteilung; garantiert P,(KI 3 p) > 1 — « fiir alle p.
Grenzen Uber F-Verteilung

Konfidenzellipse bei n =100, h = 0.6, y = 0.95

3 (R+1)F1 )2 2(k41), 2(n—k)
Phigh =

Plow =

Rt (0 =R+ 1)Fy_oyo a(n—ki1), 20 (0= R) + (k1) F1 o /o, a(kr1), 2(n—k)
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Vergleich von Konfidenzintervallen

Tabelle 1: n = 100; v = 0,95

k p Wald Wilson Clopper—Pearson

30 03 0,2102 ; 0,3898
32 032 10,2286 ; 0,4114
34 0,34 10,2472 ; 0,4328

[ ] [0,2189 ;03958
[ ]
[ ]
36 036 [0,2659 ; 0,4541]
[ ]
[ ]
[ ]

0,2367 ; 0,4166

[ ] [0,2124 ; 0,3998
[ ]
[0,2546 ; 0,4372]
[ ]
[ ]

[ ]

[0,2302 ; 0,4208]

[0,2482 ; 0,4415]

0,2727 ; 0,4576] 10,2664 ; 0,4621]

37 037 [0,2754 ; 0,4646 [ ]
38 0,38 [0,2849 ; 0,4751 [

39 0,39 10,2944 ; 0,4856

0,2818 ; 0,4678 0,2756 ; 0,4724
[0,291 ; 0,4779] 0,2848 ; 0,4825]
[0,3002 ; 0,488] (0,294 ; 0,4927]

Die drei Verfahren liefern leicht unterschiedliche, aber sehr ahnliche Intervalle. Wichtig ist nicht die Formel,
sondern der gemeinsame Grundgedanke: Ein K| gibt an, welche p-Werte mit den Daten vertraglich sind.
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Vergleich von Konfidenzintervallen

Die drei Verfahren liefern leicht unterschiedliche, aber sehr ahnliche Intervalle. Wichtig ist nicht die Formel,
sondern der gemeinsame Grundgedanke: Ein K| gibt an, welche p-Werte mit den Daten vertraglich sind.

R. Vehling

Tabelle 2: n = 1000; v = 0,95

k p Wald Wilson Clopper-Pearson
300 03 [0,22716; 0,3284] [0,2724 ; 0,3291] [0,2717 ; 0,3295]
320 0,32 [0,2911 ; 0,3489] [0,2918 ; 0,3496] [0,2912 ; 0,3499]
340 0,34 [0,3106 ; 0,3694] [0,3113 ; 0,3699] [0,3106 ; 0,3703]
360 0,36 [0,3302 ;0,3898] [0,3308 ; 0,3902] [0,3302 : 0,3906]
370 0,37 [0,3401; 0,3999] [0,3406 ; 0,4004] [0,34 ; 0,4008]
380 0,38 [0,3499 ; 0,4101] [0,3504 ; 0,4105] [0,3498 ; 0,4109]
390 0,39 [0,3598 ; 0,4202] [0,3602 ; 0,4206] [0,3596 ; 0,421]

Hypothentest und Konfidenzintervalle
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Uberdeckungswahrscheinlichkeiten mit Python

R. Vehling

Coverage(p)

Uberdeckungswahrscheinlichkeit im Binomialmodell (n=20, y=0.95)

<
=

U h'ats

7

— Wald
—— Wilson

—— Clopper-Pearson

VY

0.2

0.4
p

0.6

0.8

Hypothentest und Konfidenzintervalle
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Uberdeckungswahrscheinlichkeiten mit Python

Uberdeckungswahrscheinlichkeit im Binomialmodell (n=20, y=0.95)

Uberdeckungswahrscheinlichkeit im Binomialmodell (n=1000, y=0.95)
1.0 1.0
Y &7 VY P
0.8 0.8
s )
9 0.6 206
o e
¢ $
304 304
8° §°
0.2 — Wald 0.2{ — Wald
~—— Wilson ~—— Wilson
—— Clopper-Pearson —— Clopper-Pearson
0.0 0.0
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
P
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Uberdeckungswahrscheinlichkeiten mit Python

Uberdeckungswahrscheinlichkeit im Binomialmodell (n=20, y=0.95) Uberdeckungswahrscheinlichkeit im Binomialmodell (n=1000, y=0.95)
1.0 1.0
CAGAAY 7>
0.8 0.8
s )
9 0.6 206
o e
g g
goa goa
0.2 Wald 0.2 — wald
Wilson = Wilson
—— Clopper-Pearson —— Clopper-Pearson
0.0 0.0
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
P P
0.08 Abweichung vom Zielniveau (n=20, y=0.95)
' — Wad
0.06 ~—— Wilson
—— Clopper-Pearson
~ 0.04
|
g 0.02
S 000
g 'va (Al NI
g —0.02
o
© —0.04
—0.06
—0.08
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
P
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Uberdeckungswahrscheinlichkeiten mit Python

Coverage(p)

Coverage(p) -y

Uberdeckungswahrscheinlichkeit im Binomialmodell (n=20, y=0.95)

1.0
CRa 7 f 24
0.8
0.6
0.4
0.2 — Wald
—— wilson
—— Clopper-Pearson
0.0
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
P
0.08 Abweichung vom Zielniveau (n=20, y=0.95)
' — Wad
0.06 ~—— Wilson
—— Clopper-Pearson
0.04
0.02
0.00
I UM
—0.02
—0.04
—0.06
—0.08
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
P

R. Vehling

Coverage(p)

Uberdeckungswahrscheinlichkeit im Binomialmodell (n=1000, y=0.95)

o>

0.2{ — wald

Coverage(p) -y

—— wilson
—— Clopper-Pearson

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

P

0.020 Abweichung vom Zielniveau (n=1000, y=0.95)

0.015
0.010
0.005
0.000
—0.005
—0.010
—0.015

—— Clopper-Pearson

—0.020
0.0

Hypothentest und Konfidenzintervalle

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
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Uberdeckungswahrscheinlichkeiten mit GeoGebra

R. Vehling

Bin = Folge(Binomial(n. p, k. false), k, 0, n) §
L=h-196sart(h (1- h) / n)
R=h+ 196sart(h (1- h) / n)
h = Folge(k / n, k. 0, n)
ok=LspsR
Punkt
© P =(p. coverage)
Text
Zzahi
coverage = Summe(ok Bin)
@ r-=5
@ r=02

GeoGebra Classic

eI 5

Coverage(p)

rd -,
04
0ol & .
*p
° oz o o5 o8 T
n=5 p=02
-—
5 S
Coverage(0.2) = D 1 Poa(X = k) = 0.67
=1 2
_ [ 1, wenn p e Ki(hy),
Le = { . sonst. Q
ok={0,1,1,1,0,0}. QU

Bin = {0.33, 0.41, 0.2, 0.05, 0.01, 0}

Hypothentest und Konfidenzintervalle
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Uberdeckungswahrscheinlichkeiten mit GeoGebra - Trennung sichtbar machen

R. Vehling

Bin = Folge(Binomial(n. p, k. false), k, 0, n) §
L=h-196sart(h (1- h) / n)
R=h+ 196sart(h (1- h) / n)
h = Folge(k / n, k. 0, n)
ok=LspsR
Punkt
© P =(p. coverage)
Text
Zzahi
coverage = Summe(ok Bin)
@ r-=5
@ r=02

GeoGebra Classic

eI 5

Coverage(p)

*p
° oz o o5 o8 T
n=5 p=02
-—
5 S
Coverage(0.2) = D 1 Poa(X = k) = 0.67
=1 i)
_ [ 1, wenn p e Ki(hy),
Le = { 0, sonst. Q
ok={0,1,1,1,0,0}. QU

Bin = {0.33, 0.41, 0.2, 0.05, 0.01, 0}

Hypothentest und Konfidenzintervalle

Gleichzeitigkeit mehrerer Ebenen
Modell - Realisation - Entscheidung -
Wahrscheinlichkeit

Reduktion ohne Vereinfachung
Jede Zeile hat eine klar benennbare Funktion

Datentypen als Denkwerkzeuge

Listen - logische Ausdriicke - Funktionen -
Punkte

Kein neues Konzept — sondern Sichtbarmachung dessen,

was im Modell ohnehin gedacht werden muss.
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Uberdeckungswahrscheinlichkeiten mit GeoGebra - mehrere Ebenen, klar getrennt

GeoGebra Classic

Rla 74> OO &N =@ S

Liste

=

Bin = Folge(Binomial(n, p. k, faise). k. 0, n)

L=h-196sart(h (1-h) / n)

R=h+196sqrt(h (1-h) / n)

h = Folge(k / n, k.0, )
ok=LspsR
Punkt
©  P=(p. coverage)
Text
Zahl
coverage = Summe(ok Bin)
@ r-s
@ r=02

R. Vehling

Coverage(p)

1

|

&
04 ':
02| 4 LN
‘p
° oz o o5 o8 T
n=s p=02
-—
S "
Coverage(0.2) = Y 14~ Poa(X = k) = 0.67
=1 2
_ [ 1, wenn p e Ki(hy),
Le = { 0, sonst. Q
ok={0,1,1,1,0,0}. QU

Bin = {0.33, 0.41, 0.2, 0.05, 0.01, 0}

Hypothentest und Konfidenzintervalle

Modell

Alle moglichen Stichprobenergebnisse im
Binomialmodell

(Liste der Wahrscheinlichkeiten: Bin = Folge(...)

Entscheidung

Flr jedes Ergebnis:

Liegt der Parameter im zugeharigen
Konfidenzintervall?

(Boolesche Bewertung: ok = L < p < R)

Aggregation

Summe der Modellwahrscheinlichkeiten der ,guten
Falle

(Uberdeckungswahrscheinlichkeit: Summe(ok Bin) )

Keine Simulation - sondern exakte Modellrechnung.

Kein neues Objekt — sondern eine neue Sicht.
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Vom Zahlenintervall zum Zufallsintervall - der Weg zum Konfidenzverfahren
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Vom Zahlenintervall zum Zufallsintervall - der Weg zum Konfidenzverfahren

0.4 0.5 0.6 0.7 0.8

0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
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Vom Zahlenintervall zum Zufallsintervall - der Weg zum Konfidenzverfahren

R. Vehling Hypothentest und Konfidenzintervalle 42/5



Vom Zahlenintervall zum Zufallsintervall - der Weg zum Konfidenzverfahren

0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
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Vom Zahlenintervall zum Zufallsintervall - der Weg zum Konfidenzverfahren
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Vom Zahlenintervall zum Zufallsintervall - der Weg zum Konfidenzverfahren

Eine Stichprobe - ein Ergebnis in der Realitat

In der Realitat beobachten wir genau einen Wert h. Der wahre Parameter
p liegt irgendwo in [0, 1] - mehr wissen wir nicht.
04 05 06 07 0.8
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Vom Zahlenintervall zum Zufallsintervall - der Weg zum Konfidenzverfahren

R. Vehling

Eine Stichprobe - ein Ergebnis in der Realitat
In der Realitat beobachten wir genau einen Wert h. Der wahre Parameter

o p liegt irgendwo in [0, 1] - mehr wissen wir nicht.
04 05 06 07 0.8
08888 : 3 p
04 05 06 07 0.8
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Vom Zahlenintervall zum Zufallsintervall - der Weg zum Konfidenzverfahren

R. Vehling

Eine Stichprobe - ein Ergebnis in der Realitat
In der Realitat beobachten wir genau einen Wert h. Der wahre Parameter

o p liegt irgendwo in [0, 1] - mehr wissen wir nicht.
04 05 06 07 0.8
' Gedankenexperiment im Modell
i Im Modell denken wir viele mogliche Stichproben. So entsteht eine
..mé&.& p Verteilung moglicher Ergebnisse in unserem Kopf.
0.4 5 06 07 0.8
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Vom Zahlenintervall zum Zufallsintervall - der Weg zum Konfidenzverfahren

Eine Stichprobe - ein Ergebnis in der Realitat
In der Realitat beobachten wir genau einen Wert h. Der wahre Parameter
p liegt irgendwo in [0, 1] - mehr wissen wir nicht.

Gedankenexperiment im Modell
Im Modell denken wir viele mogliche Stichproben. So entsteht eine
o o p Verteilung moglicher Ergebnisse in unserem Kopf.
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Vom Zahlenintervall zum Zufallsintervall - der Weg zum Konfidenzverfahren

R. Vehling

o P
04 05 06 07 08
;
:
H
08838 3 P
04 05 06 07 08
:
' o
o Y- %
s 8,58 siiRaiiing, g 0o BB p
04 05 06 07 08

Eine Stichprobe - ein Ergebnis in der Realitat
In der Realitat beobachten wir genau einen Wert h. Der wahre Parameter
liegt irgendwo in [0, 1] - mehr wissen wir nicht.

Gedankenexperiment im Modell
Im Modell denken wir viele mogliche Stichproben. So entsteht eine
Verteilung moglicher Ergebnisse in unserem Kopf.

Grenzen durch gedachte Extremfalle im Modell
Um den unbekannten Parameter einzugrenzen, betrachten wir zu jeder
moglichen Stichprobe die kleinste und grofRte noch plausible Lage.
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Vom Zahlenintervall zum Zufallsintervall - der Weg zum Konfidenzverfahren

Eine Stichprobe - ein Ergebnis in der Realitat
In der Realitat beobachten wir genau einen Wert h. Der wahre Parameter
p liegt irgendwo in [0, 1] - mehr wissen wir nicht.

Gedankenexperiment im Modell
Im Modell denken wir viele mogliche Stichproben. So entsteht eine

....%_, p Verteilung moglicher Ergebnisse in unserem Kopf.
04 05 06 07 0.8

Grenzen durch gedachte Extremfalle im Modell
Um den unbekannten Parameter einzugrenzen, betrachten wir zu jeder

..':.é.. .i...% o moglichen Stichprobe die kleinste und grofRte noch plausible Lage.
o 8 8038 33858888388, 8 550 S5R0ed P
04 05 06 07 0.8
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Vom Zahlenintervall zum Zufallsintervall - der Weg zum Konfidenzverfahren

o P

0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
:
:
:

-

0.4 5 0.6 0.7 0.8
:

: o
o Lo B
o 8 8,38 $8888883880,8 19000 $365583Teesd D
0.4 0.5 0.6 0.7 0.8

R. Vehling

Eine Stichprobe - ein Ergebnis in der Realitat
In der Realitat beobachten wir genau einen Wert h. Der wahre Parameter
liegt irgendwo in [0, 1] - mehr wissen wir nicht.

Gedankenexperiment im Modell
Im Modell denken wir viele mogliche Stichproben. So entsteht eine
Verteilung moglicher Ergebnisse in unserem Kopf.

Grenzen durch gedachte Extremfalle im Modell
Um den unbekannten Parameter einzugrenzen, betrachten wir zu jeder
moglichen Stichprobe die kleinste und grofRte noch plausible Lage.

Das Intervall als Verfahren im Modell

Wiederholen wir dieses Vorgehen gedanklich, so Giberdecken die
entstehenden Intervalle den wahren Parameter in einem festen Anteil der
Falle.
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Vom Zahlenintervall zum Zufallsintervall - der Weg zum Konfidenzverfahren

Realisation
Ein konkretes Intervall zu einem beobachteten Stichprobenergebnis h.

0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
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Vom Zahlenintervall zum Zufallsintervall - der Weg zum Konfidenzverfahren

R. Vehling

Realisation

Ein konkretes Intervall zu einem beobachteten Stichprobenergebnis h.

Hypothentest und Konfidenzintervalle
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Vom Zahlenintervall zum Zufallsintervall - der Weg zum Konfidenzverfahren

Realisation
Ein konkretes Intervall zu einem beobachteten Stichprobenergebnis h.

0.4 0.5 0.6 0.7 0.8

ZufallsgroBe
Das Stichprobenergebnis wird als ZufallsgroBe H = X/n modelliert.

08838 8 P

0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
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Vom Zahlenintervall zum Zufallsintervall - der Weg zum Konfidenzverfahren

; Realisation
i Ein konkretes Intervall zu einem beobachteten Stichprobenergebnis h.
o ! P
04 05 06 07 0.8
: ZufallsgroRe
: Das Stichprobenergebnis wird als ZufallsgroBe H = X/n modelliert.
..:.aégé.: p
04 05 06 07 0.8
T
04 05 06 07 08
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Vom Zahlenintervall zum Zufallsintervall - der Weg zum Konfidenzverfahren

; Realisation
i Ein konkretes Intervall zu einem beobachteten Stichprobenergebnis h.
o ! P
04 05 06 07 0.8
: ZufallsgroRe
: Das Stichprobenergebnis wird als ZufallsgroBe H = X/n modelliert.
..mé&a p
04 05 06 07 0.8
: Zufallige Intervallgrenzen
: e Die linke und rechte Grenze L(H) und R(H) sind selbst ZufallsgroBen.
it oo SR D
04 05 06 07 08

R. Vehling Hypothentest und Konfidenzintervalle 44(5



Vom Zahlenintervall zum Zufallsintervall - der Weg zum Konfidenzverfahren

; Realisation
i Ein konkretes Intervall zu einem beobachteten Stichprobenergebnis h.
o ! P
04 05 06 07 0.8
: ZufallsgroRe
: Das Stichprobenergebnis wird als ZufallsgroBe H = X/n modelliert.
08888 3 p
04 05 06 07 0.8
: Zufallige Intervallgrenzen
: e Die linke und rechte Grenze L(H) und R(H) sind selbst ZufallsgroBen.
it oo S
o 8 8038 33858888388, 8 550 S5R0ed P
04 05 06 07 0.8
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Vom Zahlenintervall zum Zufallsintervall - der Weg zum Konfidenzverfahren

; Realisation
i Ein konkretes Intervall zu einem beobachteten Stichprobenergebnis h.
o ! P
04 05 06 07 0.8
: ZufallsgroRe
: Das Stichprobenergebnis wird als ZufallsgroBe H = X/n modelliert.
08888 3 p
04 05 06 07 0.8
: Zufallige Intervallgrenzen
: e Die linke und rechte Grenze L(H) und R(H) sind selbst ZufallsgroBen.
it oo S
o 8 8038 33858888388, 8 550 S5R0ed P
04 05 06 07 0.8
Konfidenzverfahren

Das Verfahren ist so konstruiert, dass gilt

P Py ([L(H), R(H)] 3 p) = 0,95.
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Vom Zahlenintervall zum Zufallsintervall - der Weg zum Konfidenzverfahren
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Vom Zahlenintervall zum Zufallsintervall - der Weg zum Konfidenzverfahren

1. WALD-Intervall als Realisation — Realitat

h)}

. P [h 1,96,/ 2
0.4 0.5 0.6 0.7 0.8

n
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Vom Zahlenintervall zum Zufallsintervall - der Weg zum Konfidenzverfahren

R. Vehling

1. WALD-Intervall als Realisation — Realitat

[h 1,96,/ 1017

2. Viele mogliche h-Werte — Modell

H=*
n

3. Grenzen als ZufallsgroBen L(H) und R(H) — Modelle

LK) RO = [H 1,96, 20520
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Vom Zahlenintervall zum Zufallsintervall - der Weg zum Konfidenzverfahren

1. WALD-Intervall als Realisation — Realitat

L p [hF 1,961/ 2017

0.4 0.5 0.6 0.7 0.8

; 2. Viele mogliche h-Werte — Modell

; X
8888 3 p H="2
04 05 06 07 08 n

3. Grenzen als ZufallsgroBen L(H) und R(H) — Modelle

P | 32,8880
o 8 s.ss sibsiElis, 3is.u8 SBEEEERLS p _ [H(1—H)
04 05 m.(:).ﬁ 07 08 [L(H)’R(H)] [H F1,96 n ]
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Vom Zahlenintervall zum Zufallsintervall - der Weg zum Konfidenzverfahren

04 0 06 07 08
H
' o
o Y- %
582038800 oo o0 oSSSERREE
o 3 338 S3EEEEREB0.F 15058 SIS P
04 05 06 07 08
————————
—
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=l
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—
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R. Vehling

1. WALD-Intervall als Realisation — Realitat
h(1—h)
[hF 1,96,/ 201

2. Viele mogliche h-Werte — Modell

=X
n

3. Grenzen als ZufallsgroBen L(H) und R(H) — Modelle
[L(H),R(H)] = [HF 1,961/ 0= ]
4. Kl als Verfahren (viele Intervalle) — Modelle
IP’D([L(H),R(H)] E) p) = 0,95
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Simulationen - der Weg zum Verstandnis

Anteil der Kl, die den wahren Parameter enthalten

100 Realisationen, n=80, y=0.95
Trefferquote A

100

80 1

60

Realisation

404
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Wo steckt hier eigentlich der Zufall?
- Der Zufall steckt nicht im Parameter.
- Er steckt nicht im Vertrauen.
- Er steckt nicht im konkreten Intervall.

R. Vehling Hypothentest und Konfidenzintervalle
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Wo steckt hier eigentlich der Zufall?
- Der Zufall steckt nicht im Parameter.
- Er steckt nicht im Vertrauen.
- Er steckt nicht im konkreten Intervall.
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bein=50, h=0.6, y=0.95

Wo steckt hier eigentlich der Zufall?

- Der zZufall steckt nicht im Parameter.

- Er steckt nicht im Vertrauen. .
- Er steckt nicht im konkreten Intervall. o

Er steckt im Gedanken der Wiederholung.
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Wo steckt hier eigentlich der Zufall?
- Der Zufall steckt nicht im Parameter.
- Er steckt nicht im Vertrauen.
- Er steckt nicht im konkreten Intervall.

Er steckt im Gedanken der Wiederholung.

R. Vehling Hypothentest und Konfidenzintervalle

Realisierung

bein=50, h=0.6, y=0.95

100 Intervalle (Wilson), n=50, y=0.95
Trefferquote = 0.94 | Seed 7
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IQB-Pool fiir das Jahr 2018 - PT B - WTR - Aufgabe 1e), 1f)

Auf der Grundlage der Stichprobe konnen mithilfe der abgebildeten Graphen A B,C
und D fiir den zu ermi zu den
wahrscheinlichkeiten 90 % und 95 % bes(lmmt werden.

fk(p bzw
o3
0.2
y
01 /
e
7
0 2]
0 01 0.2 03
| | |

Dabeiist p<[0;1], k €IR* und n der Umfang der Stichprobe.

f i Sie ein K i all zur Si i inli it 95%. Ent- | 3
scheiden Sie, ob die Aussage ,Im Mittel ist einer von funf Bildschirmen fehlerhaft.“
durch das bestimmte Konfidenzintervall gestiitzt werden kann.

g Der Mitarbeiter zieht eine zweite Stichprobe vom Umfang 2n. Auch in dieser Stich- | 3
probe sind 15 % der Bildschirme fehlerhaft. Begriinden Sie, dass die Lange des
zugehdrigen Konfidenzintervalls im Vergleich zur ersten Stichprobe — bei gleicher
Sicherheitswahrscheinlichkeit — geringer, aber nicht halb so groB ist.
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IQB-Pool fiir das Jahr 2018 - PT B - WTR - Aufgabe 1e), 1f)

R. Vehling

Auf der Grundlage der Stichprobe konnen mithilfe der abgebildeten Graphen A B,C
und D fiir den zu ermi zu den
wahrscheinlichkeiten 90 % und 95 % bes(lmmt werden.

fk(p bzw
o3
0.2
y
01 /
e
7
0 2]
0 01 0.2 03
| | |

Dabeiist p<[0;1], k €IR* und n der Umfang der Stichprobe.

f i Sie ein K i all zur Si i inli it 95 %. Ent-
scheiden Sie, ob die Aussage ,Im Mittel ist einer von funf Bildschirmen fehlerhaft.“
durch das bestimmte Konfidenzintervall gestiitzt werden kann.

g Der Mitarbeiter zieht eine zweite Stichprobe vom Umfang 2n. Auch in dieser Stich-
probe sind 15 % der Bildschirme fehlerhaft. Begriinden Sie, dass die Lange des
zugehdrigen Konfidenzintervalls im Vergleich zur ersten Stichprobe — bei gleicher
Sicherheitswahrscheinlichkeit — geringer, aber nicht halb so groB ist.

Losungshinweise mit Variationen zu f)

Zeichnen: gleiches n, verschiedenes ~

o n=200, y=08 n=200, y=0.9 n=200, y=0.95

025
020

<o

010
0.0
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IQB-Pool fiir das Jahr 2018 - PT B - WTR - Aufgabe 1e), 1f)

Auf der Grundlage der Stichprobe konnen mithilfe der abgebildeten Graphen AB, [¢] Losungshinweise mit Variationen zu f)
und D fiir den zu ermi zu den
wahrscheinlichkeiten 90 % und 95 % bes(lmmt werden. Zeichnen: g{eicheg n, verschiedenes ~
fi(P) bzwi / o n=200, y=08 n=200, y=0.9 n=200, y=0.95
o2 025
020
<o
02 0.10
00s
Y O0e o1 0z o3 oo o1 0z 03 0o o1 oz 03
0.1 - P P P
P .
/l o Zeichnen: Konfidenzellipsen
0 ’ P v verschieden, n =200, 95%-Ki =[0.1072,0.206]
0 0.1 0.2 03 o
I I I e
— y=0.95
v 025
0.20
Dabeiist p<[0;1], k €IR* und n der Umfang der Stichprobe. ous
f i Sie ein K i all zur Si i inli it 95%. Ent- | 3
scheiden Sie, ob die Aussage ,Im Mittel ist einer von funf Bildschirmen fehlerhaft.” 0.10
durch das bestimmte Konfidenzintervall gestiitzt werden kann.
g Der Mitarbeiter zieht eine zweite Stichprobe vom Umfang 2n. Auch in dieser Stich- | 3 005
probe sind 15 % der Bildschirme fehlerhaft. Begriinden Sie, dass die Lange des
zugehdrigen Konfidenzintervalls im Vergleich zur ersten Stichprobe — bei gleicher o.
" 7 e R y ) 000 005 010 015 020 025 030
Sicherheitswahrscheinlichkeit — geringer, aber nicht halb so groB ist. P
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IQB-Pool fiir das Jahr 2018 - PT B - WTR - Aufgabe 1e), 1f)

Auf der Grundlage der Stichprobe konnen mithilfe der abgebildeten Graphen AB, [¢] Losungshinweise mit Variationen zu f)
und D fiir den zu ermi zu den
wahrscheinlichkeiten 90 % und 95 % bes(lmmt werden. Zeichnen: g{eicheg n, verschiedenes ~
fi(P) bzwi / o n=200, y=08 n=200, y=0.9 n=200, y=0.95
o2 025
020
<o
02 0.10
00s
Y O0e o1 0z o3 oo o1 0z 03 0o o1 oz 03
0.1 - P P P
P .
/l o Zeichnen: Konfidenzellipsen
0 ’ P v verschieden, n =200, 95%-Ki =[0.1072,0.206]
0 0.1 0.2 03 o
I I I e
— y=0.95
v 025
0.20
Dabeiist p<[0;1], k €IR* und n der Umfang der Stichprobe. ous
f i Sie ein K i all zur Si i inli it 95%. Ent- | 3
scheiden Sie, ob die Aussage ,Im Mittel ist einer von funf Bildschirmen fehlerhaft.” 0.10
durch das bestimmte Konfidenzintervall gestiitzt werden kann.
g Der Mitarbeiter zieht eine zweite Stichprobe vom Umfang 2n. Auch in dieser Stich- | 3 005
probe sind 15 % der Bildschirme fehlerhaft. Begriinden Sie, dass die Lange des
zugehdrigen Konfidenzintervalls im Vergleich zur ersten Stichprobe — bei gleicher o.
" 7 e R y ) 000 005 010 015 020 025 030
Sicherheitswahrscheinlichkeit — geringer, aber nicht halb so groB ist. P

Erldutern: 0,2 € 95%-KI — Aussage kann gestiitzt werden
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IQB-Pool fiir das Jahr 2018 - PT B - WTR - Aufgabe 1f), 1g)

Auf der Grundlage der Stichprobe kénnen mithilfe der abgebildeten Graphen A, B, C
und D fiir den zu ermittelnden Schétzwert Konfidenzintervalle zu den Sicherheits-
wahrscheinlichkeiten 90 % und 95 % bestimmt werden.

1, (0] bzv] g (p) /
03 %
0.2
0.1
0 &
0 0.1 02 03
| | |

g :pp+k-

Dabei ist p €[0;1], k €IR* und n der Umfang der Stichprobe.

f Bestimmen Sie ein Konfidenzintervall zur Sicherheitswahrscheinlichkeit 95 %. Ent- | 3
scheiden Sie, ob die Aussage ,Im Mittel ist einer von fiinf Bildschirmen fehlerhaft.”
durch das bestimmte Konfidenzintervall gestitzt werden kann.

g Der Mitarbeiter zieht eine zweite Stichprobe vom Umfang 2n. Auch in dieser Stich- | 3
probe sind 15 % der Bildschirme fehlerhaft. Begriinden Sie, dass die Lange des
zugehorigen Konfidenzintervalls im Vergleich zur ersten Stichprobe — bei gleicher
Sicherheitswahrscheinlichkeit — geringer, aber nicht halb so groR ist.
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IQB-Pool fiir das Jahr 2018 - PT B - WTR - Aufgabe 1f), 1g)

Auf der Grundlage der Stichprobe kénnen mithilfe der abgebildeten Graphen A, B, C
und D fiir den zu ermittelnden Schétzwert Konfidenzintervalle zu den Sicherheits-
wahrscheinlichkeiten 90 % und 95 % bestimmt werden.

CEIE I

0.2 03
I I

g :pp+k-

Dabei ist p €[0;1], k €IR* und n der Umfang der Stichprobe.

f Bestimmen Sie ein Konfidenzintervall zur Sicherheitswahrscheinlichkeit 95 %. Ent-
scheiden Sie, ob die Aussage ,Im Mittel ist einer von fiinf Bildschirmen fehlerhaft.”
durch das bestimmte Konfidenzintervall gestitzt werden kann.

g Der Mitarbeiter zieht eine zweite Stichprobe vom Umfang 2n. Auch in dieser Stich-
probe sind 15 % der Bildschirme fehlerhaft. Begriinden Sie, dass die Lange des
zugehorigen Konfidenzintervalls im Vergleich zur ersten Stichprobe — bei gleicher
Sicherheitswahrscheinlichkeit — geringer, aber nicht halb so groR ist.

Lésungshinweise zu g)

Erwartungshorizon (1QB):

g|Fiir die Lange des Konfidenzintervalls ergibt sich:

[5E _ py. [a5E0E 4
2K R = 2k U

Esgit L <1, f#1
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IQB-Pool fiir das Jahr 2018 - PT B - WTR - Aufgabe 1f), 1g)

Auf der Grundlage der Stichprobe kénnen mithilfe der abgebildeten Graphen A, B, C Lésungshinweise 2u g)
und D fiir den zu ermittelnden Schétzwert Konfidenzintervalle zu den Sicherheits-
S o o N
wahrscheinlichkeiten 90 % und 95 % bestimmt werden. Erwartungshorizon (IQB):
s fi(P) bzw o|Fir die Lange des Konfidenzintervalls ergibt sich:

[635088 _ . [675085 . 4
R e et

Esgit L <1, f#1

Vorsicht: Das gilt nur flir WALD-Konfidenzintervalle.

WALD-KI: {h R FRVAIC=DNy \/LI;”)}

s Lange des WALD-KI: 2k - \/m

0.2 03
I I

g :pp+k-

Dabei ist p €[0;1], k €IR* und n der Umfang der Stichprobe.

f Bestimmen Sie ein Konfidenzintervall zur Sicherheitswahrscheinlichkeit 95 %. Ent- | 3
scheiden Sie, ob die Aussage ,Im Mittel ist einer von fiinf Bildschirmen fehlerhaft.”
durch das bestimmte Konfidenzintervall gestitzt werden kann.

g Der Mitarbeiter zieht eine zweite Stichprobe vom Umfang 2n. Auch in dieser Stich- | 3
probe sind 15 % der Bildschirme fehlerhaft. Begriinden Sie, dass die Lange des
zugehorigen Konfidenzintervalls im Vergleich zur ersten Stichprobe — bei gleicher
Sicherheitswahrscheinlichkeit — geringer, aber nicht halb so groR ist.

R. Vehling Hypothentest und Konfidenzintervalle
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R. Vehling

Auf der Grundlage der Stichprobe kénnen mithilfe der abgebildeten Graphen A, B, C
und D fiir den zu ermittelnden Schétzwert Konfidenzintervalle zu den Sicherheits-
wahrscheinlichkeiten 90 % und 95 % bestimmt werden.

f, (P] b2

0.2 03
I I

g :pp+k-

Dabei ist p €[0;1], k €IR* und n der Umfang der Stichprobe.

f Bestimmen Sie ein Konfidenzintervall zur Sicherheitswahrscheinlichkeit 95 %. Ent-
scheiden Sie, ob die Aussage ,Im Mittel ist einer von fiinf Bildschirmen fehlerhaft.”
durch das bestimmte Konfidenzintervall gestitzt werden kann.

g Der Mitarbeiter zieht eine zweite Stichprobe vom Umfang 2n. Auch in dieser Stich-
probe sind 15 % der Bildschirme fehlerhaft. Begriinden Sie, dass die Lange des
zugehorigen Konfidenzintervalls im Vergleich zur ersten Stichprobe — bei gleicher
Sicherheitswahrscheinlichkeit — geringer, aber nicht halb so groR ist.

w

w

IQB-Pool fiir das Jahr 2018 - PT B - WTR - Aufgabe 1f), 1g)

Lésungshinweise zu g)

Erwartungshorizon (1QB):

g Fir die Lange des Konfidenzintervalls ergibt sich: 3
[o15085 [o15085 | 4
O s

Esgit L <1, f#1

Vorsicht: Das gilt nur flir WALD-Konfidenzintervalle.

WALD-KI: {h R FRVAIC=DNy \/LI;”)}

s Lange des WALD-KI: 2k - \/m

WILSON-KI:
Grenzen dieses Intervalls sind Losungen von

h=py+k- /pu(l u);

— Lange des WILSON-KI:

n
L (
k2 +n
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IQB-Pool fiir das Jahr 2018 - PT B - WTR - Aufgabe 1f), 1g)

Auf der Grundlage der Stichprobe kénnen mithilfe der abgebildeten Graphen A, B, C
und D fiir den zu ermittelnden Schétzwert Konfidenzintervalle zu den Sicherheits-
wahrscheinlichkeiten 90 % und 95 % bestimmt werden.

Lésungshinweise zu g)

Erwartungshorizon (1QB):

f, (P] b2

03 g. Fr die Lange des Konfidenzintervalls ergibt sich: 3
2. T - g [Ty
Esgit: <1, L #1
o2

Vorsicht: Das gilt nur flir WALD-Konfidenzintervalle.

WALD-KI: {h R FRVAIC=DNy \/LI;”)}

5 K- /h(A—h)
b — Lange des WALD-KI: 2k -
02 03

| I WILSON-KI:
Jeder der Graphen lasst sich durch eine der folgenden Funktionen beschreiben: Grenzen dieses Intervalls sind Losungen von

h=py+k- /pu(l u);

— Lange des WILSON-KI:

gc:pp+k-

Dabei ist p €[0;1], k €IR* und n der Umfang der Stichprobe.

2
f Bestimmen Sie ein Konfidenzintervall zur Sicherheitswahrscheinlichkeit 95 %. Ent- | 3 L .2k - ( k ) + h@ Q)
scheiden Sie, ob die Aussage ,Im Mittel ist einer von fiinf Bildschirmen fehlerhaft.” k2 +n 2n n
durch das bestimmte Konfidenzintervall gestitzt werden kann. e
g Der Mitarbeiter zieht eine zweite Stichprobe vom Umfang 2n. Auch in dieser Stich- | 3 sehr gute Naherung (n> k): 2k - V n

probe sind 15 % der Bildschirme fehlerhaft. Begriinden Sie, dass die Lange des
zugehorigen Konfidenzintervalls im Vergleich zur ersten Stichprobe — bei gleicher
Sicherheitswahrscheinlichkeit — geringer, aber nicht halb so groR ist.
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R. Vehling

Auf der Grundlage der Stichprobe kénnen mithilfe der abgebildeten Graphen A, B, C
und D fiir den zu ermittelnden Schétzwert Konfidenzintervalle zu den Sicherheits-
wahrscheinlichkeiten 90 % und 95 % bestimmt werden.

f, (P] b2

02 03

gc:pp+k-

Dabei ist p €[0;1], k €IR* und n der Umfang der Stichprobe.

IQB-Pool fiir das Jahr 2018 - PT B - WTR - Aufgabe 1f), 1g)

Lésungshinweise zu g)

Erwartungshorizon (1QB):

g Fir die Lange des Konfidenzintervalls ergibt sich: 3
[o15088 [o15085 | 4
O s

Esgit L <1, f#1

Vorsicht: Das gilt nur flir WALD-Konfidenzintervalle.

WALD-KI: {h R FRVAIC=DNy \/LI;”)}

s Lange des WALD-KI: 2k - \/m

WILSON-KI:
Grenzen dieses Intervalls sind Losungen von

h=py+k- /pu(l u);

— Lange des WILSON-KI:

2

f Bestimmen Sie ein Konfidenzintervall zur Sicherheitswahrscheinlichkeit 95 %. Ent- | 3 L .2k - ( k ) + h@ Q)

scheiden Sie, ob die Aussage ,Im Mittel ist einer von fiinf Bildschirmen fehlerhaft.” k2 +n 2n n

durch das bestimmte Konfidenzintervall gestitzt werden kann.

I e - ) sehr gute Naherung (n > k): 2k - /a=h

g Der Mitarbeiter zieht eine zweite Stichprobe vom Umfang 2n. Auch in dieser Stich- | 3 . n

probe sind 15 % der Bildschirme fehlerhaft. Begriinden Sie, dass die Lange des .

zugehorigen Konfidenzintervalls im Vergleich zur ersten Stichprobe — bei gleicher WALD-KI: Naherung von WILSON-KI

Sicherheitswahrscheinlichkeit — geringer, aber nicht halb so groR ist. WILSON-KI: Bin(n, p) ~ N(u, o2 )
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IQB-Pool fiir das Jahr 2019 - PT B - WTR - Aufgabe 1d), 1e)

Kurz nach einer A gimt stellt das L den An-
teil fehlerhafter Gerate von 25 % infrage. Um bei einer Sicherheitswahrscheinlichkeit
von 95 % einen Schétzwert fiir den Anteil fehlerhafter Geréte zu ermitteln, wird eine
Stichprobe von 100 Geraten betrachtet. Abbildung 1 zeigt die Graphen der folgenden
fiir p €[0;1] definierten Funktionen:

g:pp+196-, p{t-p)
y
0,5 -
o4 -
o3 —t-
02 G
’/
0,1 4
2 p
0 01 02 03 04 05
' 1 1 1 1 Abb. 1
d Bestimmen Sie grafisch alle moglichen Anzahlen fehlerhafter Gerate in der Stich- 3

probe, fiir die bei einer Sicherheitswahrscheinlichkeit von 95 % jeweils Anlass dazu
bestehen wiirde, die Korrektheit des gegebenen Anteils fehlerhafter Gerate infrage

zu stellen.

e Die ichp! enthalt 19 Geréte. i Sie grafisch 3
das zu dieser Anzahl gehd intervall zur Si i inli
keit 95 %.
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IQB-Pool fiir das Jahr 2019 - PT B - WTR - Aufgabe 1d), 1e)

Kurz nach einer A gim stellt das L den An- Lésungshinweise mit Variationen zu d)
teil fehlerhafter Gerate von 25 % infrage. Um bei einer Sicherheitswahrscheinlichkeit
von 95 % einen Schétzwert fiir den Anteil fehlerhafter Geréte zu ermitteln, wird eine
Stichprobe von 100 Geraten betrachtet. Abbildung 1 zeigt die Graphen der folgenden
fiir p €[0;1] definierten Funktionen:

; N

0,5 T2 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 36 40 42 44 46

Simulieren: 100 Simulationen mit p = 0,25 und n = 100

0 01 02 03 04 05
' ' 1 1 Abb. 1

'
d Bestimmen Sie grafisch alle moglichen Anzahlen fehlerhafter Gerate in der Stich- 3

probe, fiir die bei einer Sicherheitswahrscheinlichkeit von 95 % jeweils Anlass dazu
bestehen wiirde, die Korrektheit des gegebenen Anteils fehlerhafter Gerate infrage

zu stellen.

e Die ichp! enthalt 19 Geréte. i Sie grafisch 3
das zu dieser Anzahl gehd intervall zur Si i inli
keit 95 %.
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IQB-Pool fiir das Jahr 2019 - PT B - WTR - Aufgabe 1d), 1e)

R. Vehling

Kurz nach einer A gimt stellt das L den An-
teil fehlerhafter Gerate von 25 % infrage. Um bei einer Sicherheitswahrscheinlichkeit
von 95 % einen Schétzwert fiir den Anteil fehlerhafter Geréte zu ermitteln, wird eine
Stichprobe von 100 Geraten betrachtet. Abbildung 1 zeigt die Graphen der folgenden
fiir p €[0;1] definierten Funktionen:

g:pp+196-, p{t-p)
y
o5 -
o4 -
o3 —t-
~0,2 7
’/
~0,1 —
2 p
0 01 02 03 04 05
' 1 1 1 1 Abb. 1

d Bestimmen Sie grafisch alle moglichen Anzahlen fehlerhafter Gerate in der Stich-
probe, fiir die bei einer Sicherheitswahrscheinlichkeit von 95 % jeweils Anlass dazu
bestehen wiirde, die Korrektheit des gegebenen Anteils fehlerhafter Gerate infrage
zu stellen.

e Die pi enthalt 19 Geréte. Sie grafisch
das zu dieser Anzahl geho vall zur inli
keit 95 %.

Losungshinweise mit Variationen zu d)

Simulieren: 100 Simulationen mit p = 0,25 und n = 100

o .kl““mkm!h . o _h
T2 4 16 18 20 22 44 36 2 %0 %2 G4 %6 3 0 4z 44 4o

T4 16 16 20 22 24 26 28 30 G2 34 36 98 40 42 44 46

Zeichnen: Konfidenzellipse

n=100; h=0.19; y=0.95
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Kurz nach einer A gimt stellt das L den An-
teil fehlerhafter Gerate von 25 % infrage. Um bei einer Sicherheitswahrscheinlichkeit
von 95 % einen Schétzwert fiir den Anteil fehlerhafter Geréte zu ermitteln, wird eine
Stichprobe von 100 Geraten betrachtet. Abbildung 1 zeigt die Graphen der folgenden
fiir p €[0;1] definierten Funktionen:

g:p>p+196- p{t-p)

0 01 02 03 04 05
' ' 1 1 Abb. 1

'
d Bestimmen Sie grafisch alle moglichen Anzahlen fehlerhafter Gerate in der Stich-

probe, fiir die bei einer Sicherheitswahrscheinlichkeit von 95 % jeweils Anlass dazu
bestehen wiirde, die Korrektheit des gegebenen Anteils fehlerhafter Gerate infrage

zu stellen.

e Die pi enthalt 19 Geréte. Sie grafisch
das zu dieser Anzahl gehd intervall zur Si inli
keit 95 %.

R. Vehling

Losungshinweise mit Variationen zu d)

Simulieren: 100 Simulationen mit p = 0,25 und n = 100

o .kl““mkm!h . o _h
T2 4 16 18 20 22 44 36 2 %0 %2 G4 %6 3 0 4z 44 4o

T4 16 16 20 22 24 26 28 30 G2 34 36 98 40 42 44 46

Zeichnen: Konfidenzellipse

n=100; h=0.19; y=0.95

Rechnen: 95 %-Prognoseintervall:

[np — 1,96\/AP(T = p); np + 1,96/np(T — )|

[16,51; 33,49] — [17;33]
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Kurz nach einer A gimt stellt das L den An-
teil fehlerhafter Gerate von 25 % infrage. Um bei einer Sicherheitswahrscheinlichkeit
von 95 % einen Schétzwert fiir den Anteil fehlerhafter Geréte zu ermitteln, wird eine
Stichprobe von 100 Geraten betrachtet. Abbildung 1 zeigt die Graphen der folgenden
fiir p €[0;1] definierten Funktionen:

g:pp+196-, p{t-p)
y
0,5 -
o4 -
o3 —t-
02 G
’/
0,1 4
2 p
0 01 02 03 04 05
' 1 1 1 1 Abb. 1
d Bestimmen Sie grafisch alle moglichen Anzahlen fehlerhafter Gerate in der Stich- 3

probe, fiir die bei einer Sicherheitswahrscheinlichkeit von 95 % jeweils Anlass dazu
bestehen wiirde, die Korrektheit des gegebenen Anteils fehlerhafter Gerate infrage

zu stellen.

e Die ichp! enthalt 19 Geréte. i Sie grafisch 3
das zu dieser Anzahl gehd intervall zur Si i inli
keit 95 %.
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IQB-Pool fiir das Jahr 2019 - PT B - WTR - Aufgabe 1d), 1e)

Kurz nach einer Anderung im stellt das L den An- Losungshinweise mit Variationen zu e)
teil fehlerhafter Gerate von 25 % infrage. Um bei einer Sicherheitswahrscheinlichkeit . R X i .
von 95 % einen Schatzwert fiir den Anteil fehlerhafter Geréate zu ermitteln, wird eine Simulieren: 50 Simulationen mit p = 0,25; n=100; v=0,95
Stichprobe von 100 Geraten betrachtet. Abbildung 1 zeigt die Graphen der folgenden 50 Intervalle (Wilson), n=100, y=0.95
fir p e [0;1] definierten Funktionen: . Treferquote = 9.98 | Seed 2
g:p>—>p+1.96»\p{ ?) 2%
w0
y )
0,5 y “10
o4 - e
o3 —t-
02 G
’/
0,1 4
2 p
0 01 02 03 04 05
' 1 1 1 1 Abb. 1
d Bestimmen Sie grafisch alle moglichen Anzahlen fehlerhafter Gerate in der Stich- 3

probe, fiir die bei einer Sicherheitswahrscheinlichkeit von 95 % jeweils Anlass dazu
bestehen wiirde, die Korrektheit des gegebenen Anteils fehlerhafter Gerate infrage

zu stellen.

e Die ichp! enthalt 19 Geréte. i Sie grafisch 3
das zu dieser Anzahl gehd intervall zur Si i inli
keit 95 %.
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IQB-Pool fiir das Jahr 2019 - PT B - WTR - Aufgabe 1d), 1e)

R. Vehling

Kurz nach einer Anderung im stellt das L den An-
teil fehlerhafter Gerate von 25 % infrage. Um bei einer Sicherheitswahrscheinlichkeit
von 95 % einen Schétzwert fiir den Anteil fehlerhafter Geréte zu ermitteln, wird eine
Stichprobe von 100 Geraten betrachtet. Abbildung 1 zeigt die Graphen der folgenden
fiir p €[0;1] definierten Funktionen:

g:pp+196-, p{t-p)
y
o5 -
o4 -
o3 —t-
~0,2 7
’/
0,1 A
2 p
0 01 02 03 04 05
' 1 1 1 1 Abb. 1

d Bestimmen Sie grafisch alle moglichen Anzahlen fehlerhafter Gerate in der Stich-
probe, fiir die bei einer Sicherheitswahrscheinlichkeit von 95 % jeweils Anlass dazu
bestehen wiirde, die Korrektheit des gegebenen Anteils fehlerhafter Gerate infrage
zu stellen.

Losungshinweise mit Variationen zu e)
Simulieren: 50 Simulationen mit p = 0,25; n=100; v=0,95

50 Intervalle (Wilson), n=100, y=0.95
Trefferquote = 0.98 | Seed 42

Realisierung

Zeichnen: Konfidenzellipse

n=100; h=0.19; y=0.95

95%-KI=(0.125; 0.278]

b
e Die pi enthalt 19 Geréte. Sie grafisch
das zu dieser Anzahl geho vall zur inli
keit 95 %.
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IQB-Pool fiir das Jahr 2019 - PT B - WTR - Aufgabe 1d), 1e)

Kurz nach einer A gimt stellt das L den An-
teil fehlerhafter Gerate von 25 % infrage. Um bei einer Sicherheitswahrscheinlichkeit
von 95 % einen Schétzwert fiir den Anteil fehlerhafter Geréte zu ermitteln, wird eine
Stichprobe von 100 Geraten betrachtet. Abbildung 1 zeigt die Graphen der folgenden
fiir p €[0;1] definierten Funktionen:

g:p>p+196- p{t-p)

0 01 02 03 04 05
' ' 1 1 Abb. 1

d Bestimmen Sie grafisch alle moglichen Anzahlen fehlerhafter Gerate in der Stich-
probe, fiir die bei einer Sicherheitswahrscheinlichkeit von 95 % jeweils Anlass dazu
bestehen wiirde, die Korrektheit des gegebenen Anteils fehlerhafter Gerate infrage

zu stellen.

e Die ichp! enthalt 19 Geréte. Sie grafisch
das zu dieser Anzahl gehd intervall zur Si inli
keit 95 %.

R. Vehling

Losungshinweise mit Variationen zu e)
Simulieren: 50 Simulationen mit p = 0,25; n=100; v=0,95

50 Intervalle (Wilson), n=100, y=0.95
Trefferquote = 0.98 | Seed 42

Realisierung

Zeichnen: Konfidenzellipse

n=100; h=0.19; y=0.95

95%-KI=(0.125; 0.278]

Rechnen: 95 %-WILSON-Konfidenzintervall:

h=p+1,96\/p(1 —p)/n; p; = 0,125
h=p—1,96yp(1 —p)/n; pr = 0,278
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Anwendungen - eine kleine Auswahl




Methodik-Politbarometer, Forschungsgruppe Wahlen

R. Vehling

eee M- < o forschungsaruppe de ¢ o +
° R Forschungsruppe Waten > Uniragen > Poltarometar > Methodk

Methodik

der Politbarometer-Untersuchungen

Die Forschungsgruppe Wahien .V. fuhrt set 1977 regelma fur das ZDF Politbarometer-Umifragen durch. Diese erfssen Melnungen und

Einstellungen der wahiberechtigten Bevolkerung 2u aktuellen Erelgnissen, 2u Partelen und Politikern, aber auch zu allgemeinen
gesellschaftichen Entwicklung

il erden Jawels von Dienstag und am Freitag werden die Ergebnisse veroffentict,
bel werden in den westlichen !undei\andtm owaks . 1,000 LG wogwlt e Vabarign b, I den Bictan

Bundeslandern ca. 500. Eine Uberquotierung Langer treffen 2u
Befrag Ausgleich a im Osten rechnerisch zu ca. 1.250 Intervieus.

Zufalisauswahi

Entscheidend ist dabe), dass die Bevolkerung In Deutschiand

sind. Dies wird durch bei dorzu gewahreistet. Die Daten werden dabei

und Persanich telefonisch im Festnetz und am Mobitelefon souie

Online via SMS-Einladun.

For e tenprobe it i Bercn Jlsauswahi verwendet
ausgewal feden Haushats. befragt, die von den im Haushalt als
e e e, 5 o et o e o e s, e e et e

Festnetznummer teefonisch erreichbar sind. Basis sind e Im Telefonbuch eingetragenan Privatnummern, bel denen die lezten drei Zffern
geloscht und anschlieBend mit den Zahlen ‘000" bis ‘999" aufg

(Tei-)Belegung von und des Ktsch gepruft und entsprechend
bereinig.
Bel im Bereich =
befragenden Person.
In elner weiteren 2u befragende per SMS elnen austihrbaren

Link, der unmittelbar zum einmag online auszufallenden Fragebogen fuhr.

Sewicump

a (@ani
Anzahi im rigert. Dabel Tellstichproben aus dem Festnetz
und dem Mbifunknetz, snsehieBich der SHS:basertan Oniine- Bdr-ng-mgauv der Basis der ermitteten Strukturmerkmale
zusammengefihet (Dual Frame). I

Stichprobe an o e e und bt e dem

ist
Da es sich

um eine Zfalsstchprabe handelt, kann for jedes
wirkliche

50 folgende
Der Fehlerbereich betrag bel einem Antellswert von 40 Prozent rund +/- drel Prozentpunkte und bel einem Antellswert von 10 Prozent rund
+/- 2wei Prozentpunikte.

Hypothentest und Konfidenzintervalle
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Forschungsgruppe Wahlen: Vertrauensbereiche in der Praxis

- Dual-Frame-Stichprobe (Festnetz, Mobilfunk, SMS-Online): unterschiedliche
Auswahlwahrscheinlichkeiten.

- Gewichtung korrigiert

- designbedingte Unterschiede (z. B. HaushaltsgroRe, Zahl der Rufnummern),
- und Nonresponse durch Anpassung an Strukturen des Mikrozensus (Geschlecht,
Alter, Bildung).

- Ergebnis: Die gewichtete Stichprobe ist - im Modell - reprasentativ fir die Grundmenge.
- Da eine modellierte Zufallsstichprobe zugrunde liegt, werden Vertrauensbereiche angegeben:
- bei 40 % etwa +3 Prozentpunkte, bei 10 %: etwa +2 Prozentpunkte.

Designfaktor: Modell — Realitat

Gewichtung blaht die Varianz auf. Praktisch arbeitet man mit einem effektiven Stichprobenumfang
nes = n/Designfaktor.
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Simulationen ohne Konfidenzintervalle - wertlos

Das Spiel Differenz trifft: Die Proportionalstrategie ist nicht die ,optimale” Strategie
A=(3,54321); B=@.T43.10; p= ({5 i 15 18 18)

Simulation vs. exakte Werte flr verschiedene Stichprobenumfange

10 n =50 n =200
’ e Exakter Wert e Exakter Wert
Simulation (n=50) Simulation (n=200)
0.8
0.6 1
0.4 I I 1 :{ I
0.2 :I: 1 I
0.0 T T T - - -
pnnt pnnt jede? innt pnnt jeden
poeV B geV unentsc\"‘e noeVw B geW Unentsch‘e
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Anwendung in der Medizin: Welch-t-Test

R. Vehling

e M- < e localhost

©@h + 0

Z Welch-5P5S.1.. (6 - upytertab

Fle Edt View Run Kemel Tabs Settings Help

| Weloh-5pSS oy X |+
B+ XOO > 8 Cow» Code v B Pythona1s (1313) O =
(=] t-Verteilung (Welch, df=17.82), zweiseitig a=0.05 3
040
= 033
030
* ¥
025 3
£o20
3
o013
o010
005
o00{ ———1
= A7 1) 3 3
¢
TTest (Unabhangige Stichproben) — SPSS.-Style
Trapais, Scusene Borarus iy, Tarao o5 Yondote
roup statistics
T — CT TN |
[ % ww | I
N N N 2 N N R |
Independant Samples Test (Weich)
‘l B I o } Sig (2-taied) }mannmwm“ 5% 1 Lower ‘ 95% Gl Upper ‘
Simple. 10 @  Python 313 (I313) | idle Mode: Command @ Ln1,Col 1 Welch-SPSS.ipynb 0 [}

Teststatistik, Verteilung, kritischer Bereich.

Hypothentest und Konfidenzintervalle
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Anwendung in der Medizin: Welch-t-Test

R. Vehling

eee M- < > 2 localhost

Z Welch-SPSS.... (6) - JupyterLab.

Fle Edt View Run Kemel Tabs Settings Help

e

©@h + 0

h-5PSS pynt X |+
Welch-SPSS.jpynb %

Simple (I
T—

B+ X OO » = C » Code v

B Python 313 (1313) O =

tVerteilung (Welch, df=17.82), zweiseitig a=0.05

o0
0ss
™
025 318 3
% on
ass
a10
00s
| N
% By 5 3 i

t

TTest (Unabhangige Stichproben) — SPSS.-Style
T e T o e ontote

roup.
Gow [ W | n |5 owiter | s Erorden
Therser n 507 e} 35
G 0 a0 o1 52

Independent Samples Test (Welch)

[« [« o aumn [umonma] mwaome [ oswavm |

| T N BT N

10 ©  Python 313 (1313) | idle

Mode: Command @ Ln1, Col1_Welch-5pSSipynb 0 [} |

Teststatistik, Verteilung, kritischer Bereich.

eee M- < > 2 localhost e [ONu}
o 2 Wl 5955...(0)- koo
= Fle Edit View Run Kemel Tobs Settings Help
| = Vekh-sPSSipynb X+
B+ X0 O » = C» Code v 8 Python313(313 O =
o &
Der Welch-t-Test (zwei unabhéngige Gruppen) - mit SPSS-
= Ausgabe
wiesi ’
» (Therapie v. Kontrolle) und testen die Nullypothese
Hy': prverspie — Biontrote = 0
Die Teststatistik
P
i
Test.
Simple (1) 10 ® Python3.13 (1313) |idie  Mode: Command @ Ln102,Col6 Welch-SPSSipynb 0 L1
T —
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Anwendung in der Medizin: Welch-t-Test

eee M- < > 2 focalhost e

o r

i

R. Vehling

Z Welch-SPSS.... (6) - JupyterLab.
lo Edit View Run Komel Tabs Settings Help

©@h + 0

Ich-SPSS ipynb x|+ %

005 /
000 ———

B+ X OO » = C » Code v 8 Python313(1313) O =
t-Verteilung (Welch, df=17.82), zweiseitig a=0.05
o0
0ss
™
025 318 3
% on

N

= 2 1) 3 T
¢

TTest (Unabhangige Stichproben) — SPSS.-Style

T e T o e ontote

aroup.

T — o S0 Do | oo |
= 1

e - 5
E| W wo s

Independent Samples Test (Welch)

[ [«

[ 55 e om0 s [ o3 crtower [ s crvmmer |

[ T N T T

S

Simple () 10 @  Python 313 (313) | Idle.

Mode: Command @ Ln1, Col1_Welch-5pSSipynb 0 [} |

Teststatistik, Verteilung, kritischer Bereich.

eee M- < > (2 ocalhost @ ©h+ 0
°  Wecn-5955...(6) - wperiad
8+ XDOD » = C » Code v ® Python313(1313) O =
(-]
Der Welch-t-Test (zwei unabhéngige Gruppen) - mit SPSS-
= Ausgabe
o Wie si .
» (Therapie vs. Kontrolle) und testen die Nullhypothese
Ho': porbersgie — Piontsate = 0
Die Teststatistik
P
2
ol o
Test.
Simple (1) 10 ® Python3.13 (1313) |idie  Mode: Command @ Ln102,Col6 Welch-SPSSipynb 0 L1

Gleiche Struktur wie beim Hypothesentest:

Teststatistik, Referenzverteilung, Entscheidungsregel.
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Anwendung in der Medizin: Welch-t-Test

eee M- < > 2 localhost 19

©@h + 0

Z Welch-595S.i..(6) - upytertab
lo Edit View Run Komel Tabs Settings Help

T e
e x|+ I —

- B+ X OO » = C » Code v 8 Python313(1313) O =
o tVerteilung (Welch, df=17.82), zweiseitig a=0.05 £
o0
= 035
™
025 318 5
% on

005 /
000 ———

N

T -2

TTest (Unabhingi

ige stichproben) — sPSs-style
Endpunkt: Sysolische Butdruc (hmig). Therapie vs Kontate

1 2 1
t

o I |
EER—

roup.
o [«
T —
T —

T
o E—
T u:t 0 ECIEN TR |

Independent Samples Test (Welch)

[ [«

[ 55 e om0 s [ o3 crtower [ s crvmmer |

D

[ oo [ we | e | e

Simple () 10 @  Python 313 (313) | Idle.

Mode: Command @ Ln1, Col1_Welch-5pSSipynb 0 [}

Teststatistik, Verteilung, kritischer Bereich.

R. Vehling

e M- < > (2 localhost %@ @

.
° Z Wekch-59551.. (6) - pytetab

(]
B+ XO0O > ®C» Code
o
Der Welch-t-Test (zwei unabhéngige Gruppen) - mit SPSS-
= Ausgabe
wiesi ’
» (Therapie vs. Kontrolie) und testen die Nullhypothese

Ho': rsrsie — Mt = 0

Die Teststatistik

Test.

Welch-SPSS ipynb. X+ %

© Pyhon313 (313 O =

Simple (I 10 @ _ Python 313 (J313) [ ide_ Mode: Command @ Ln102,Col6_ Welch-SPSSipynd 0 [}

Gleiche Struktur wie beim Hypothesentest:

Teststatistik, Referenzverteilung, Entscheidungsregel.

Kein neues Prinzip - nur andere Sprache (SPSS). Test und
Konfidenzintervall sind zwei Seiten derselben Struktur.
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Hypothesentest und
Konfidenzintervalle - zwei Seiten
einer Medaille




Zweiseitiger Test und Konfidenzintervall - 15 Situationen

Zweiseitiger Binomialtest und Clopper—Pearson-KI

Ho:p=0,28 H.1:p=0,28 n=100, k=18, a=0,05 (95%)-Konfidenzintervall fir p

.
0.08 p-Wert=0,025b8
1

'
i
E
| i
1 i
< 0.06 1 !

1

! i
x - e
= 0.04 : !
1 i
! i
0.02 ! i
! i
0.0 — | [ H

. O10 15 20 25 30 35 40 45 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Anzahl Erfolge k Wabhrscheinlichkeit p
—=— Beobachtung: k=18 N 95%-KI:[0,1103, 0,2695]
Modell unter Ho : p = 0,28 -@- $=018
mmm Ablehnungsbereich --- po=0,28

Beobachtung: k = 18
Der Test auf Niveau a verwirft Hy <= po ¢ KI
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Zweiseitiger Test und Konfidenzintervall - 15 Situationen

Zweiseitiger Binomialtest und Clopper—Pearson-KI

Ho:p=0,28 H.1:p=0,28 n=100, k=19, a=0,05 (95%)-Konfidenzintervall fir p
- ]
0.08 p-Wert=0,0451q4 ;
1 1
i
0.06 i :
< H E
U : —
§ 0.04 ! :
1 i
| i
0.02 ! i
! i
0.0 — | | [ T H
. O10 15 20 25 30 35 40 45 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Anzahl Erfolge k Wabhrscheinlichkeit p
—=— Beobachtung: k =19 N 95%-KI:[0,1184, 0,2807]
Modell unter Ho : p = 0,28 -@- $=019
B Ablehnungsbereich —=- pp=0,28

Beobachtung: k = 19

Der Test auf Niveau a verwirft nicht Hy <= pg € Kl
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Zweiseitiger Test und Konfidenzintervall - 15 Situationen

0.08 p-Wert=0,07563

< 0.06

X 0.04
a

R. Vehling

Ho:p=0,28

20

Zweiseitiger Binomialtest und Clopper—Pearson-KI

H.1:p=0,28 n=100, k=20, a=0,05

| [
25 30 35 40 45 0.0 0.2

Anzahl Erfolge k

== Beobachtung: k =20
Modell unter Ho :p = 0,28
mm= Ablehnungsbereich

Beobachtung: k = 20

Der Test auf Niveau « verwirft nicht Hy

Hypothentest und Konfidenzintervalle

(95%)-Konfidenzintervall fir p

0.4 0.6
Wahrscheinlichkeit p
N 95%-KI:[0,1267, 0,2918]

- p=02
=== Pr=0.28

<~ po €Kl

0.8
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Zweiseitiger Test und Konfidenzintervall - 15 Situationen

Zweiseitiger Binomialtest und Clopper—Pearson-KI

Ho:p=0,28 H.1:p=0,28 n=100, k=22, a=0,05 (95%)-Konfidenzintervall fir p

0.08 p-Wert=0,2201

'
' i
| a
i
i
0.06 i :
x 1 i

U : EEg—(—

§ 0.04 ! i
i
0.02 i E
. i
1 i
i i
0.0 — | i | [ H

. O10 15 20 25 30 35 40 45 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Anzahl Erfolge k Wabhrscheinlichkeit p
—— Beobachtung: k=22 . 95%KI:[0,1433, 0,3139)
Modell unter Ho : p = 0,28 -@- $=022
= Ablehnungsbereich --- pp=0.28

Beobachtung: k = 22

Der Test auf Niveau a verwirft nicht Hy <= pg € Kl
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Zweiseitiger Test und Konfidenzintervall - 15 Situationen

Zweiseitiger Binomialtest und Clopper—Pearson-KI

Ho:p=0,28 H.1:p=0,28 n=100, k=24, a=0,05 (95%)-Konfidenzintervall fir p

0.08 p-Wert=0,4358

'
H i
1 1
i i
1
0.06 i :
| |
1 EEg—
< 0.04 i i
[ ! i
. i
0.02 ! i
i i
0.0 — | i | [ H
. Q10 15 20 25 30 35 40 45 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Anzahl Erfolge k Wabhrscheinlichkeit p
—=— Beobachtung: k =24 I 95%-K1:[0,1602, 0,3357]
Modell unter Ho : p = 0,28 -@ $=024
W= Ablehnungsbereich === pp=0,28

Beobachtung: k = 24

Der Test auf Niveau a verwirft nicht Hy <= pg € Kl
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Zweiseitiger Test und Konfidenzintervall - 15 Situationen

Zweiseitiger Binomialtest und Clopper—Pearson-KI

Ho:p=0,28 H.1:p=0,28 n=100, k=26, a=0,05 (95%)-Konfidenzintervall fir p

0.08 p-Wert=0,7386

'
' i
; a
; i
i
< 0.06 : i
U : s —
< 0.04 i i
a : i
. i
0.02 : !
i i
0.0 — | i | [ H
. O10 15 20 25 30 35 40 45 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Anzahl Erfolge k Wabhrscheinlichkeit p
—=— Beobachtung: k =26 I 95%-K1:[0,1774, 0,3573]
Modell unter Ho : p = 0,28 -@ $=026
W= Ablehnungsbereich === pp=0,28

Beobachtung: k = 26

Der Test auf Niveau a verwirft nicht Hy <= pg € Kl
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Zweiseitiger Test und Konfidenzintervall - 15 Situationen

Zweiseitiger Binomialtest und Clopper—Pearson-KI

Ho:p=0,28 H.1:p=0,28 n=100, k=28, a=0,05 (95%)-Konfidenzintervall fir p

0.08 p-wWert=1
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Anzahl Erfolge k Wabhrscheinlichkeit p
—=— Beobachtung: k =28 N 95%-KI:[0,1948, 0,3787]
Modell unter Ho : p = 0,28 -@- $=028
mmm Ablehnungsbereich --- po=0,28

Beobachtung: k = 28

Der Test auf Niveau a verwirft nicht Hy <= pg € Kl
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Zweiseitiger Test und Konfidenzintervall - 15 Situationen

Zweiseitiger Binomialtest und Clopper—Pearson-KI

Ho:p=0,28 H.1:p=0,28 n=100, k=30, a=0,05 (95%)-Konfidenzintervall fir p

0.08 p-Wert=0,6566
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Anzahl Erfolge k Wabhrscheinlichkeit p
—=— Beobachtung: k = 30 N 95%-KI:[0,2124, 0,3998]
Modell unter Ho : p = 0,28 -@- £=03
mmm Ablehnungsbereich --- po=0,28

Beobachtung: k = 30

Der Test auf Niveau a verwirft nicht Hy <= pg € Kl
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Zweiseitiger Test und Konfidenzintervall - 15 Situationen

Zweiseitiger Binomialtest und Clopper—Pearson-KI

Ho:p=0,28 H.1:p=0,28 n=100, k=32, a=0,05 (95%)-Konfidenzintervall fir p

0.08 p-Wert=0,374
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Anzahl Erfolge k Wabhrscheinlichkeit p
—=— Beobachtung: k =32 N 95%-KI:[0,2302, 0,4208]
Modell unter Ho : p = 0,28 -@- $=032
mmm Ablehnungsbereich --- po=0,28

Beobachtung: k = 32

Der Test auf Niveau a verwirft nicht Hy <= pg € Kl
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Zweiseitiger Test und Konfidenzintervall - 15 Situationen

Zweiseitiger Binomialtest und Clopper—Pearson-KI

Ho:p=0,28 H.1:p=0,28 n=100, k=34, a=0,05

0.08 p-Wert=0,1825
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Anzahl Erfolge k

== Beobachtung: k=34
Modell unter Ho :p = 0,28
mm= Ablehnungsbereich

Beobachtung: k = 34

Der Test auf Niveau « verwirft nicht Hy

R. Vehling Hypothentest und Konfidenzintervalle

(95%)-Konfidenzintervall fir p
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Wahrscheinlichkeit p
N 95%-KI:[0,2482, 0,4415]

- /=034
=== Pr=0.28

<~ po €Kl
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Zweiseitiger Test und Konfidenzintervall - 15 Situationen

Zweiseitiger Binomialtest und Clopper—Pearson-KI

Ho:p=0,28 Hy:p=0,28

008 p-Wert =0,09396
< 006
I
X 0.04
a

0.02

|
000 15 20 2 30

Anzahl Erfolge k

== Beobachtung: k=36
Modell unter Ho :p = 0,28
mm= Ablehnungsbereich

35

n=100, k=36, a=0,05

| [
40 45 0.0 0.2

Beobachtung: k = 36

Der Test auf Niveau « verwirft nicht Hy

R. Vehling

Hypothentest und Konfidenzintervalle

(95%)-Konfidenzintervall fir p

0.4 0.6 0.8 1.0
Wahrscheinlichkeit p
N 95%-KI:[0,2664, 0,4621]

-~ /=036
=== Pr=0.28

<~ po €Kl
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Zweiseitiger Test und Konfidenzintervall - 15 Situationen

Zweiseitiger Binomialtest und Clopper—Pearson-KI

Ho:p=028 Hi:p=0,28

0.08 p-Wert =0,05748
<006
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X 0.04
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0.02

|
000 15 20 2 30

Anzahl Erfolge k

—— Beobachtung: k=37
Modell unter Ho : p = 0,28
= Ablehnungsbereich

35

n=100, k=37, a=0,05

40 45 00 0.2

Beobachtung: k = 37

Der Test auf Niveau « verwirft nicht Hy

R. Vehling

Hypothentest und Konfidenzintervalle

(95%)-Konfidenzintervall fir p

0.4 0.6 0.8 1.0
Wahrscheinlichkeit p
N 95%-KI:[0,2756, 0,4724]

-@- $=037
=== Pr=0.28

<~ po €Kl
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Zweiseitiger Test und Konfidenzintervall - 15 Situationen

Zweiseitiger Binomialtest und Clopper—Pearson-KI

Ho:p=0,28 H.1:p=0,28 n=100, k=38, a=0,05 (95%)-Konfidenzintervall fir p

0.08 p-Wert=0,03363
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Anzahl Erfolge k Wabhrscheinlichkeit p
—— Beobachtung: k = 38 N 95%-KI:[0,2848, 0,4825]
Modell unter Ho : p = 0,28 -@- $=0.38
mmm Ablehnungsbereich --- po=0,28

Beobachtung: k = 38
Der Test auf Niveau a verwirft Hy <= po ¢ KI
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Zweiseitiger Test und Konfidenzintervall - 15 Situationen

Zweiseitiger Binomialtest und Clopper—Pearson-KI

Ho:p=0,28 H.1:p=0,28 n=100, k=40, a=0,05 (95%)-Konfidenzintervall fir p

0.08 p-Wert=0,01007
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Anzahl Erfolge k Wabhrscheinlichkeit p
—=— Beobachtung: k =40 N 95%-KI:[0,3033, 0,5028]
Modell unter Ho : p = 0,28 -@- p=04
mmm Ablehnungsbereich --- po=0,28

Beobachtung: k = 40
Der Test auf Niveau a verwirft Hy <= po ¢ KI
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Zweiseitiger Test und Konfidenzintervall - 15 Situationen

Zweiseitiger Binomialtest und Clopper—Pearson-KI

Ho:p=0,28 H.1:p=0,28 n=100, k=42, a=0,05 (95%)-Konfidenzintervall fir p

0.08 p-Wert=0,002545
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Anzahl Erfolge k Wabhrscheinlichkeit p
— = Beobachtung: k=42 m— 95%-KI:0,322, 0,5229]
Modell unter Ho : p = 0,28 -@- p=042
== Ablehnungsbereich --- pp=0.28

Beobachtung: k = 42
Der Test auf Niveau a verwirft Hy <= po ¢ KI
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Ein zweiseitiger Test zum Niveau « verwirft Hy: p = py

—

po ¢ (1 — a)-Konfidenzintervall.



Hypothesentest
Beim Hypothesentest liegt der Zollstock fest -
und die Stichprobe bewegt sich.

Konfidenzintervall

Beim Konfidenzintervall liegt die Stichprobe fest -

und wir verschieben den Zollstock, um ein Intervall zu konstruieren,
dass sich bewegt.

In der Realitat bleibt die Stichprobe gleich.
Die Bewegung bezieht sich auf gedankliche Wiederholungen.
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Sicht von oben.

Konfidenzintervalle beschreiben Verfahrenseigenschaften bei Wiederholung,
nicht die Unsicherheit eines konkreten Parameters.

Hypothesentests beschreiben Verfahrenseigenschaften bei Wiederholung,
nicht die Wahrscheinlichkeit einer konkreten Hypothese.

Etwas konkreter.

Ein Konfidenzintervall beschreibt die Menge aller Parameterwerte,
die mit den beobachteten Daten vereinbar sind,
bei einem gegebenen Sicherheitsniveau.

Ein Hypothesentest ist ein Schnitt durch dieses Intervall.



Ruckblick und Ausblick




Worum es mir heute wirklich geht

Zentrale Leitfrage

Was bedeutet es, wenn wir aus einer Stichprobe
auf die Grundgesamtheit schlieRen?



Worum es mir heute wirklich geht

Zentrale Leitfrage
Was bedeutet es, wenn wir aus einer Stichprobe
auf die Grundgesamtheit schlieRen?

Vier Eckpfeiler meines Ansatzes

- Unterscheide streng: VS.

- Unterscheide streng: VS.

- Nutze: , um Unsicherheit verstandlich
zu machen - vor dem Erlernen formaler Verfahren.

- Suche: , ohne die formale Bildungsbarriere unnotig
zu erhohen - Strukturen sichtbar machen, nicht die technische Oberflache.



Zwei Seiten einer Medaille: Realitat, Modell, Modelle

Parameter p fix, aber nicht sichtbar

Realitat ] [ Modell
Stichprobe J l ZufallsgroRen:

X, h X ~ Bin(n,p), H=X/n




Zwei Seiten einer Medaille: Realitat, Modell, Modelle

Realitat

Z

J

Stichprobe
X, h J

'l

Modell
Parameter p fix, aber nicht sichtbar
ZufallsgrofRen:
X ~ Bin(n,p), H=X/n

-

Prognoseintervalle
(Zollstock)

}_




Zwei Seiten einer Medaille: Realitat, Modell, Modelle

.- Modell
I?ealltat ] [ Parameter p fix, aber nicht sichtbar
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(Zollstock)

.
L

[ Hypothesentest

Ist po plausibel?




Zwei Seiten einer Medaille: Realitat, Modell, Modelle

.- Modell
I?ealltat ] [ Parameter p fix, aber nicht sichtbar
Stichprobe N ’ ZufallsgroRen:
X, h X ~ Bin(n,p), H=X/n

Prognoseintervalle
(Zollstock)

[ Hypothesentest [ Konfidenzintervall ]

Ist po plausibel?

Welche p sind mit h vereinbar?
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Das Fundament in drei Satzen.
- Modelle sind formale Ersatzwelten.
- Tests und Konfidenzintervalle bewerten Daten, nicht Wahrheit.

- Zufallsvariablen leben im Gedankenexperiment, Daten in der Realitat.

Beispiel: Miinzwurf
- Wir beobachten die Realitat - hier sind es die Haufigkeiten

- Wir legen ein Modell fest - und damit Wahrscheinlichkeiten.
- Wir rechnen strikt im Modell.

- Die Realitat ist unser Prifstein, nicht unser Rechenraum.

- Kurz und knackig: Haufigkeiten beobachten wir, Wahrscheinlichkeiten legen wir fest.

Daten kdnnen ein Modell stiitzen oder infrage stellen - sie Ronnen es nicht wahr machen.
Modelle Ronnen sich bewdhren - sie werden dadurch aber nicht wahr.
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Zwei Seiten einer Medaille

Was beide verbindet: dieselbe Stichprobe, dieselben Daten - nur die andere Frage.

Hypothesentest Konfidenzintervall

Ist dieses p plausibel? Welche p sind plausibel?

Der Test auf Niveau « verwirft Hy <= po ¢ Kl
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These: Anschlussfahigkeit entsteht durch Ehrlichkeit.

Universitare Anschlussfahigkeit heif3t nicht:
- mehr Formeln
- mehr Beweise
- mehr Symbole

Sondern hier:
- saubere Begriffe
- korrekte Objekt-Ebenen
- keine stillschweigenden Bedeutungswechsel

Konkret:
- p bleibt Parameter
- Intervalle sind Zufallsobjekte
- Wahrscheinlichkeit bezieht sich auf Verfahren
- Bilder und Code widersprechen der Theorie nicht
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These: Stoff wird nicht einfacher, wenn man ihn weichzeichnet.

Vermeide:

- Stell dir das so vor ..
- ,Im Grunde heift das ..
- ,Das ist jetzt nicht ganz korrekt, aber ..

Stattdessen:

« Wir betrachten im Modell ..

-, Wir konstruieren folgendes Objekt ..

- ,Im Gedankenexperiment ..

- ,Diese Grafik reprasentiert das Modell, nicht die Realitat"”

Das entlastet kognitiv, selbst wenn der Anspruch hoher ist.
Das ist nicht schwerer — nur ehrlicher.



