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|Ll UNIVERSITAT Modellierungsbewusste Stochastikaufgaben

PADERBORN

Herausforderungen bei der Konzipierung von Aufgaben

Implizite Annahmen vermeiden

* Gleichverteilung

« Stochastische Unabhangigkeit

« Konstanz der Wahrscheinlichkeit

« Wert der relativen Haufigkeit ist identisch zur

Wahrscheinlichkeit

« Stichprobe erfolgt als Zufallsstichprobe, ohne
 klare Population
« ob Ziehen mit oder ohne Zurtcklegen
« Bedingungen zu praktischer Realisierung
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|Ll UNIVERSITAT Modellierungsbewusste Stochastikaufgaben

PADERBORN

Herausforderungen bei der Konzipierung von Aufgaben

Authentische Kontexte wahlen

* Annahmen gelten mindestens ndherungsweise

« Idealisierung bewusst machen

 Die Fragestellungen machen auch im Kontext Sinn
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Modellierungsbewusste Stochastikaufgaben
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Sinnvoll stochastisch Modellieren

ROLF BIEHLER, BIRGIT GRIESE
Modellieren im Stochastikunterricht
Annahmen hinterfragen, Ergebnisse validieren
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Wenn der Wurfel fehlt
Auf der Suche nach einem Ersatawurfel

RALF NIESZPOREK, BIRGIT GRIESE
Fairer oder unfairer Wiirfel?
Eine elementare Modellbewertung

BIRGIT GRIESE, INAWILHELM
Grune Welle - was geht?
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Wie verlasslich sind die Ergebnisse?
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ROLF BIEHLER, HUBERT LANGLOTZ, WILFRIED ZAPPE

Alles normal?!

Daten auf Normalverteilung priifen - mit schulischen Mitteln

finden. Die Daten von mehr als 2000
Neugeborenen wurden von 2014 bis
2020 offentlich zugénglichen Anzei-
gen aus Tageszeitungen (im Wesentli-
chen ,Freies Wort", Ausgabe Ilm-Kreis
und ,Thiiringer Allgemeine®, Ausgabe
Arnstadt-Ilmenau) entnommen und
fiir unsere Zwecke anonymisiert (vgl.
Abb. 1). Man weil nicht genau, welche
Personenkreise Tageszeitungen fiir
Geburtsanzeigen nutzen. Wir kinnen
uns aber nicht vorstellen, dass deswe-
gen eine systematische Verfdlschung
von Geburtsgewicht/-grifle vorliegen
konnte.

| Rolf Biehler, Vortrag 19.02.2026, KIT Karlsruhe
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ROLF BIEHLER, HUBERT LANGLOTZ, WILFRIED ZAPPE

(s Alles normal?!

Daten auf Normalverteilung priifen - mit schulischen Mitteln
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Abb. 5: Dichtehistogramme des Merkmals Abb. 7: Kumulative relative Haufigkeit (nr.) fir
masse bei eingezeichneter Normalverteilung die der GroRe nach sortierten masse -Daten
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UNIVERSITAT Alles normal?!

Daten auf Normalverteilung priifen - mit schulischen Mitteln
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Abb. 8: Normalquantildiagramm fur die masse
Daten

The greatest value of a picture is
when it forces us to notice what
we never expected to see.

Tukey, J. W. (1977). Exploratory Data Analysts.
Addison-Wesley. p. vi.

.Explorative Funktion von Grafiken”

siehe

Biehler, R. (1985). Graphische
Darstellungen. mathematica didactica, 8,
57-81.
https:.//www.researchgate.net/publication/
257926810_Graphische_Darstellungen
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lLl g'[«\lg)\éER%SolEANT Die Quantilfunktion Qg ; der Standardnormalverteilung ist die Umkehrfunk-
tion von Fy 1, d.h.

F‘g;T :F .l‘_“),i‘. T — |4
Iz (z) 0,1 ( = denn Qo,l(Fp,a(ﬂ?)) _ Qo,l (Fﬂ,l ( - #))

r—
P(/Y[.I,U <z)= P(/‘ Lol & ‘X'O,l <) I
' 1 I
i T — N
— ()&0,1 < ) — 5 Z o
o
E T — K Wenn man die Daten und die Funktion im Perzentildiagramm mit der Funkti-
= I'o,1 . N 4. : o NP _ : .
on Qo1 transformiert, wird die Funktion zu einer Geraden mit der Gleichung
1 JL
Yy=—"r— —.
o o

Sind die Daten normalverteilt miissen sie im transformierten Diagramm idea-
lerweise auf dieser Geraden liegen. Das Normalquantil-Diagramm entsteht,
indem diese Transformation mit den Daten im Perzentildiagramm vorgenom-
men wird. Zugleich wird in die Daten die Gerade

1 m

Yy=—-Tr— —
S S

Biehler, R., Hofmann, T., Maxara, C., &
Prommel, A. (2006). Fathom 2 : Eine

Einfdhrung. Springer. S. 202
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2. Implizite Annahmen: Wir drehen ein
Glucksrad




|Ll universITAT Glticksrad-Aufgabe

Aufgabe: Ein Gllcksrad (mit zwei Sektoren griin (30%) rot (70%) wird 10mal gedreht:
Berechne die Wahrscheinlichkeit, dass genau zweimal griin kommt.

RB an ChatGPT: Was sind die impliziten Annahmen?

Chat GPT: Gute Frage! Bei der Aufgabe mit dem Glucksrad und der Berechnung
mithilfe der Binomialverteilung werden mehrere implizite (nicht ausdriicklich
genannte) Annahmen gemacht. Hier sind die wichtigsten:

Implizite Annahmen (Umformulierung RB)
« Wahrscheinlichkeit fur grin ist 30%, fur rot ist 70% (bei jedem Versuch)

« Drehungen erfolgen stochastisch unabhangig
| Rolf Biehler, Vortrag 19.02.2026, KIT Karlsruhe 14



|Ll universITAT Glticksrad-Aufgabe

Aufgabe: Ein Gllcksrad (mit zwei Sektoren griin (30%) rot (70%) wird 10mal gedreht:
Berechne die Wahrscheinlichkeit, dass genau zweimal grin kommt.

ChatGPT: () Hinweis:

Diese Annahmen sind oft in Schul- und Ubungsaufgaben selbstverstandlich, sollten aber bei realen Experimenten

stets kritisch geprift werden (z. B. konnte das Rad einen Produktionsfehler haben oder ein Spieler beeinflusst das
Ergebnis).

Mochtest du ein Beispiel, wo diese Annahmen in der Praxis verletzt wirden?

| Rolf Biehler, Vortrag 19.02.2026, KIT Karlsruhe 15



.Ll UNIVERSITAT ChatGPT: Mochtest du ein Beispiel, wo diese Annahmen in der

Praxis verletzt wiirden? RB Ja gerne!
7

1. Verletzung der Unabhangigkeit:

Beispiel:
Ein Spieler dreht das Glicksrad 10-mal und merkt sich, wie er es dreht (z. B. immer mit gleicher Kraft und
Richtung). Dadurch entsteht ein Muster, das die Wahrscheinlichkeiten verandert — z. B. landet es haufiger auf der

gleichen Farbe.

> Folge: Die Ergebnisse sind nicht unabhangig, da friihere Drehungen spatere beeinflussen kénnen.

| Rolf Biehler, Vortrag 19.02.2026, KIT Karlsruhe 16



.Ll UNIVERSITAT ChatGPT: Mochtest du ein Beispiel, wo diese Annahmen in der

Praxis verletzt wiirden?

@,

2. Verletzung der konstanten Wahrscheinlichkeit:

Beispiel:
Das Gliucksrad ist mechanisch nicht perfekt ausbalanciert, oder es wird zwischenzeitlich beschadigt. Anfangs
Ist die Grin-Wahrscheinlichkeit 30 %, spater aber (unbemerkt) nur noch 20 %.

7 Folge: Die Bedingung ,gleiche Erfolgswahrscheinlichkeit bei jedem Versuch” ist nicht erfiillt.

| Rolf Biehler, Vortrag 19.02.2026, KIT Karlsruhe 17



.Ll UNIVERSITAT ChatGPT: Mochtest du ein Beispiel, wo diese Annahmen in der

Praxis verletzt wiirden?

3. Mehr als zwei mogliche Ergebnisse:

Beispiel:
Das Glucksrad hat neben ,griin” (30 %) und ,rot" (70 %) auch ein kleines Feld ,Sondergewinn” (z. B. 5 %) —was in
der Aufgabe nicht erwahnt wurde.

7 Folge: Das zugrunde liegende Experiment hat mehr als zwei Ausgange, also kein binares Ergebnis —
nicht binomial.

RB: Ist naturlich problematisches Beispiel!

| Rolf Biehler, Vortrag 19.02.2026, KIT Karlsruhe 18



.Ll UNIVERSITAT ChatGPT: Mochtest du ein Beispiel, wo diese Annahmen in der

Praxis verletzt wiirden?
Ll

4. Wahrscheinlichkeiten sind nur geschatzt, nicht exakt:

Beispiel:
.30 % grun” basiert auf einer friheren Stichprobe von 10 Drehs — in Wirklichkeit ist die Wahrscheinlichkeit

zufallig und kdnnte schwanken.

> Folge: Die mathematische Modellannahme p = 0,3 ist unsicher oder falsch.

| Rolf Biehler, Vortrag 19.02.2026, KIT Karlsruhe
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.Ll UNIVERSITAT ChatGPT: Mochtest du ein Beispiel, wo diese Annahmen in der

Praxis verletzt wiirden?

O El

Ul

. Spieler andert bewusst seine Strategie:

Beispiel:
Der Spieler dreht die ersten 5 Male stark, die letzten 5 Male ganz leicht — und je nach Drehrichtung andern sich
die Chancen auf grun/rot.

» Folge: Die Bedingung ,gleicher Versuch unter gleichen Bedingungen” ist nicht erfiillt.

| Rolf Biehler, Vortrag 19.02.2026, KIT Karlsruhe 20



.Ll unversTAT RB Bitte formuliere die Aufgabe neu, so dass alle impliziten

Annahmen expliziert sind und durch reale Bedingungen gestiitzt

werden
Ein Unternehmen testet ein neu entwickeltes Glicksrad, das zur Kundenbindung

eingesetzt werden soll. Es besteht aus zwei gleichmallig geformten Sektoren:
30 % der Flache ist griun,
70 % der Flache ist rot.

Das Glicksrad wurde von unabhangigen Technikern geprtft. Mechanik und
Gewichtung wurden so justiert, dass jeder Dreh unabhangig vom vorherigen
erfolgt und die Wahrscheinlichkeiten bei jedem Dreh konstant bleiben. Der
Versuchsaufbau wird in einem Labor unter kontrollierten Bedingungen
durchgeflhrt, um externe Einfllsse (z. B. Luftzug, wechselnde Drehrichtungen) zu
vermeiden.

| Rolf Biehler, Vortrag 19.02.2026, KIT Karlsruhe 21



.Ll universiTAT Bitte formuliere die Aufgabe neu (Fortsetzung)

In einem Testlauf wird das Glucksrad 10-mal hintereinander vom gleichen Motor
mit gleichbleibender Kraft und Richtung gedreht. Dabei gelten folgende
Bedingungen:

-Jeder Dreh ist unabhangig vom vorherigen.

‘Die Wahrscheinlichkeit fiir “griin” betragt bei jedem Dreh genau 30 % (gemalB
Herstellerangabe und Labormessung).

*Nur zwei Ergebnisse sind moglich: ,grin” oder ,rot". Sonderfelder sind nicht
vorhanden.

Fragestellung:

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass bei den 10 Drehungen genau 2-mal

grin erscheint.
| Rolf Biehler, Vortrag 19.02.2026, KIT Karlsruhe 22



|Ll DADERBORN RB: ,,aus zwei gleichmafig geformten
Sektoren” ist ungenau

&3

Uberarbeitete Aufgabe: Gliicksrad-Experiment unter prizise kontrollierten Bedingungen

Ein Unternehmen testet ein Gllcksrad, das fir Werbezwecke eingesetzt werden soll. Das Rad ist eine perfekte
Kreisflache, die genau in zwei Sektoren aufgeteilt ist:

Ein 108°-Sektor ist griin gefarbt (das entspricht 30 % der vollen Kreisflache),

Ein 252°-Sektor ist rot gefarbt (entspricht 70 %).

Das Gllcksrad ist prazise gelagert und wird von einem kalibrierten Elektromotor mit konstanter Drehkraft
und zufalliger Startposition gedreht.

| Rolf Biehler, Vortrag 19.02.2026, KIT Karlsruhe 23



.Ll UNIVERSITAT Wenn man einen solchen Motor nimmt, ist dann nicht
das Ergebnis deterministisch immer gleich, wenn man
von gleicher Anfangsstellung ausgeht?

@ Ja - absolut!

Wenn:

die Startposition immer gleich ist,

*der Motor immer exakt gleich dreht,

*und es keine duBeren Storungen (z. B. Luftreibung, Unebenheiten, zufallige Vibrationen) gibt,
ist das Ergebnis vollstandig deterministisch — d. h,, immer gleich.

Das bedeutet:

Ein motorisiertes Gliicksrad ohne zufallige Startbedingung oder Variabilitat produziert keine
Zufallsereignisse, sondern ist ein mechanisch reproduzierbarer Vorgang.

| Rolf Biehler, Vortrag 19.02.2026, KIT Karlsruhe 24



|Ll UNIVERSITAT RB: Wie realisiere ich die zufallige
Anfangsstellung?

a) Manuelle Vorrotation:

*Vor jedem Motorstart wird das Rad per Zufall (z. B. manuell oder per kurzem Ruck) angestof3en, sodass die
Startposition unterschiedlich ist.

Dies kann z. B. durch ein lose drehbares Lager mit geringer Reibung und kurze Vorrotation realisiert werden.

b) Zufallsgesteuerter Elektromotor:

*Der Motor dreht das Rad zunachst eine variable Anzahl von Umdrehungen (z. B. 3-10 Umdrehungen),
wobei die genaue Zahl und Geschwindigkeit per Zufallsgenerator gesteuert wird.

*Danach lasst man das Rad frei auslaufen — die Ruhelage ist dann zufallsbedingt, auch bei identischer
Mechanik.

c) Start aus zufilliger Position durch mechanischen , Zufallswurf”:

*Das Rad wird nicht vom Motor, sondern z. B. durch ein Fallgewicht oder ein zurtickschnappendes Gummiband
in Drehung versetzt, bei dem der Winkel zufallig ist (vergleichbar mit einem Roulettekessel).

| Rolf Biehler, Vortrag 19.02.2026, KIT Karlsruhe 25



.Ll UNIVERSITAT Muss man nicht durch Experimente priifen, ob
die Modellannahmen zutreffen. Wie macht
man das?

Ja — absolut richtig!

1. Priifung der Erfolgswahrscheinlichkeit (z. B. p = 0,3 fiir griin)

@ Vorgehen:

*Man fuhrt eine groBere Anzahl an Drehungen unter den vorgesehenen Bedingungen durch (z. B. 100 oder
mehr).

*Man zahlt, wie oft das Ergebnis ,grin” eintritt.
*Dann vergleicht man den relativen Anteil mit der theoretischen Wahrscheinlichkeit von 30 %.

@ Statistischer Test (optional):

*Mit einem Binomial-Test oder Chi-Quadrat-Test kann man prufen, ob die beobachteten Haufigkeiten
signifikant von der erwarteten Verteilung abweichen.

| Rolf Biehler, Vortrag 19.02.2026, KIT Karlsruhe 26



.Ll UNIVERSITAT Muss man nicht durch Experimente priifen, ob
die Modellannahmen zutreffen. Wie macht
man das? Fortsetzung

Ja — absolut richtig!
2. Priifung der Unabhangigkeit der Versuche

@ Vorgehen:
*Man analysiert die Ergebnisse auf Muster oder Abhangigkeiten zwischen aufeinanderfolgenden Drehungen.

Beispiel: Wenn nach einem griinen Feld besonders oft wieder ein griines Feld kommt, konnte das auf eine
Abhangigkeit hinweisen.

@ Statistischer Test:

*Man verwendet einen Runs-Test (Test auf Zufalligkeit) oder korrelationsbasierte Verfahren, um
Abhangigkeiten aufzudecken.

| Rolf Biehler, Vortrag 19.02.2026, KIT Karlsruhe 27
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RB Du schlagst vor: "Dann vergleicht man den relativen Anteil mit der theoretischen Wahrscheinlichkeit von 30 %."
Wie kann man das sinnvoll elementar ohne Test machen.

Sehr gute Nachfrage — und genau das ist im schulischen oder
einfihrenden Kontext besonders wichtig: Wie vergleicht man
beobachtete und erwartete Wahrscheinlichkeiten sinnvoll,

ar= ‘ - . StichprobengroBe Toleranzbereich um p = 0,30 (Faustregel) |
ohne formale Tests wie Binomialtest oder Chi-Quadrat? - -

50 Versuche +10% = (0,20 bis 0,40)

Hier ist ein elementarer, verstandlicher Weg, der sich z. B. fir 100 Versuche +5% -» (0,25 bis 0,35)
Schule oder Grundstudium eignet: | _

- 500 Versuche +2% - (0,28 bis 0,32)

Ohne formale Tests kann man eine einfache Faustregel
anwenden:

& Warum funktioniert das?
In unserem Beispiel mit 100 Versuchen und 32 % liegt der Wert

innerhalb des Toleranzbereichs (25 % -35%) — Plausibel. Je groBer dle Stlchprobe, desto klelner darf dle
Abweichung sein, bevor man sie fur ,unplausibel” halt —
das ist die Grundidee ohne formalen Hypothesentest,
aber mit gesundem statistischem Denken.

| Rolf Biehler, Vortrag 19.02.2026, KIT Karlsruhe 28



1Ll UNIVERSITAT - RB: Wie kommst du auf den Toleranzbereich?

Herleitung (vereinfacht):

Wenn man ein Zufallsexperiment mit Erfolgswahrscheinlichkeit P und n Versuchen
hat, ist die Streuung durch die Standardabweichung o der Binomialverteilung

gegeben:

r:r=-5,.-“’rn-;r;'-|1 p)

Vereinfachte Faustregel (fiir Unterricht oder Alltag):
n Typischer Toleranzbereich fiirp=0,3 (= |
+=1a)
50 30% + 7% (= 23% - 37%)
100 @ 30% +5% (=25% - 35%)

- 500 30% + 2% (=28% - 32%)

| Rolf Biehler, Vortrag 19.02.2026, KIT Karlsruhe

. StichprobengréBe »
50

100

200

. 500

Erwartungswert /1

15
30

60

150

o (gerundet)

3,23
458

6,48

10,25

- Faustregel-Tabelle fiir p = 0,3 mit +2 o-Toleranz:

Toleranzbereich (£2 o)

(85 - 215)
(21-39)

(47 - 73)

(130 - 170)

Relative Haufigkeit |
(0,17 - 0,43)
(0,21- 0,39)

(0,235 - 0,365)

(0,26 - 0,34)
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Ll F— Realer Kontext fiir Gliicksrader: Roulette im
L [ ]
A Casino https.//www.youtube.com/watch?v=BPxa2_40nE

Regeln flr die Herstellung der stochastischen gy
Unabhangigkeit und Gleichwahrscheinlichkeit

* Bauweise und Lagerung des Kessels
 Vorschriften an den Croupier
« Kugellauf entgegen gesetzt zu
Drehrichtung des Kessels
* Mindestens 3 bis 5 vollstandige
Umdrehungen, sonst Ansage ,no spin”
« Wechsel der Drehrichtung nach jedem Wurf
» Keine zu hohe Geschwindigkeit

Pt
“ALRIGHT GUYS

P Pl o0o01/100

How to Spin a Roulette Ball #roulette #lasvegas

@ CEG Dealer School @ Mitglied werden  soa  CF

323.000 Abonnenten

| Rolf Biehler, Vortrag 19.02.2026, KIT Karlsruhe
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|Ll UNIVERSITAT ChatGPT beauftragen, um reale Datensatze zu
finden

» Roulette-Daten findet das System nicht, aber

& Selbst simulierte Roulette-Daten (didaktisch sauber & flexibel)

Fur Statistik- und Data-Science-Zwecke (Gesetz der groBen Zahlen, Fairness, Martingale, etc.) ist das
oft die beste Losung.

Europaisches Roulette

- Zahlen: 0-36

- Wahrscheinlichkeiten:

P(k) = 1/37
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.Ll UNIVERSITAT Lotto-Daten sind mit ChatGPT einfacher zu finden

Now we want to summarise all numbers from 1-49 and their appearance.

library(ggplot2)

ggplot(lottonumbers_count, aes(value, count)) +
geom_bar(stat = "identity") +

labs(x = "Lottonumber", title = "Lottonumbers in Germany since 1955")

Lottonumbers in Germany since 1955

600 -
400-
200-
o-
0 10 20 30 40 50

Lottonumber

count

https://github.com/JohannesFriedrich/LottoNumberArchive
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3. Bernoullikette und
Binomialverteilung als Modell
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3.1 Einfilihrung




|Ll UNIVERSITAT Bernoullikette und Binomialverteilung

Zwel unterschiedliche Typen von Anwendungskontexten

1. Stochastische Prozesse mit binaren Ergebnissen (Konstante Ws. ,

stochastische Unabhangigkeit)
« Stochastische unabhangiger Wurf einer Mlnze
2. Stichprobenziehungen aus Populationen mit einem binaren Merkmal

« Ziehen mit Zurlcklegen aus definierter Population
» Gute Mischung nach dem Zuricklegen
 Jedes Element hat gleiche Wahrscheinlichkeit, gezogen zu werden
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|Ll UNIVERSITAT Bernoullikette und Binomialverteilung

1. Stochastische Prozesse mit binaren Ergebnissen (Konstante Ws. ,

stochastische Unabhangigkeit)
« Wiederholtes Betatigen eines Zufallsgerates (Wrfel, Gltcksrad)
« Produktionsprozesse: fehlerhafte Stiicke
Ubermittlung von binaren Nachrichtensignalen
Ausfall von Komponenten in technischem System
Wiederholtes Werfen auf ein Ziel (Basketball, ...)
Geburt eines Kindes: biologisches Geschlecht weiblich oder nicht

Konstante Ws. und stochastische Unabhangigkeit ist zu begrinden
oder Bedingungen in der Realitat sind fur deren Gultigkeit sind
herzustellen

| Rolf Biehler, Vortrag 19.02.2026, KIT Karlsruhe

36



|Ll UNIVERSITAT Probleme bei der Modellvalidierung
Modellvalidierung wird in Lehrplanen und Bildungsstandards gefordert

Wie kann man das beim Roulette machen?

 y2-Test nutzen, ob die empirische Verteilung tber die 37 (38)
Ergebnisse mit der Gleichverteilungsannahme kompatibel ist

» Tests auf Zufalligkeit (auf stochastische Unabhangigkeit), wenn die
Daten als Liste mit der Reihenfolge des Auftretens vorliegen

Methoden werden in der Regel (noch) nicht unterrichtet? Gibt es
Elementarisierungen?

| Rolf Biehler, Vortrag 19.02.2026, KIT Karlsruhe 37



|Ll UNIVERSITAT Bernoullikette und Binomialverteilung

2. Stichprobenziehungen aus Populationen mit einem bindaren Merkmal

« Ziehen mit Zurucklegen: Gleiche Chance fir jedes Element der Population
herstellen

« Ziehen ohne Zuricklegen: Anzahl der Erfolge ist hypergeometrisch verteilt,
unter bestimmten Bedingungen ist die Binomialverteilung eine gute

Approximation (Stichprobenumfang klein gegentber PopulationsgroBBe, n/N <
5%)

« Population muss klar definiert sein

« Es muss realistisch sein, dass praktisch eine Zufallsstichprobe aus der
Population gezogen werden kann
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3.2 ChatGPT entwickelt problematische
Aufgaben




|Ll UNIVERSITAT Mein Dialog mit ChatGPT

PADERBORN

RB: Nenn mir eine Aufgabe zum Stichprobenziehen aus Schulblichern, wo es
unrealistisch ist, dass eine solche Zufallsstichprobe praktisch gezogen werden

kann.

ChatGPT: Eine Schule mit 1.200 Schulern moéchte herausfinden, wie viele
Schuler taglich mit dem Fahrrad zur Schule kommen. Dafur soll eine
reprasentative Zufallsstichprobe von 100 Schlern gezogen werden. Wie
sollte die Zufallsstichprobe ausgewahlt werden?
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Ll UNIVERSITAT ChatGPT: Warum ist das unrealistisch?
15" PADERBORN
,1. Kein vollstandiges Verzeichnis der Schilerdaten:

e Fir die Zufallsauswahl brauchte man eine vollstandige Liste aller Schiler der Schule (z. B.
eine Namensliste), aus der die Stichprobe zufallig gezogen wird. Solche Listen sind oft aus
Datenschutzgriinden nicht zuganglich oder existieren nicht in der benotigten Form.

2. Logistischer Aufwand:

e Selbst wenn es eine Schulerliste gibt, musste man sicherstellen, dass die 100
ausgewahlten Schuler auch tatsachlich zur Befragung erscheinen. In der Praxis fehlen oft
Schiler wegen Krankheit, Veranstaltungen oder anderen Griinden.

3. Zugang zu den Schiilern:

e Die Schuler konnten sich in verschiedenen Klassenraumen oder Gebauden befinden, was
das Befragen oder Beobachten von 100 zufallig ausgewahlten Schilern in kurzer Zeit

schwierig macht.
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|Ll UNIVERSITAT ChatGPT: Warum ist das unrealistisch?

4. Selbstselektion bei Befragungen:

e Haufig wird bei solchen Aufgaben implizit angenommen, dass die Schuler ehrlich und
vollstandig antworten. In der Praxis konnten jedoch viele Schiler keine genauen Angaben
machen oder gar nicht teilnehmen, wodurch die Stichprobe verzerrt wird.

5. Kosten und Zeit:

e |In der Realitat brauchte man fur das Ziehen und Befragen einer Zufallsstichprobe Zeit,
Ressourcen und eine klare Organisation, was fur Schilerprojekte unrealistisch ist.”

RB an alle: Warum macht man eigentlich nicht eine Totalerhebung, tUber die Klassenlehrerin
und Klassenlehrer?
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.Ll UNIVERSITAT Weitere Probleme

Jaglich mit dem Fahrrad zur Schule kommen”

* Gibt es keine Variation bei den Schuler:innen? (Wetter, Jahreszeiten, Wochentage)
« Wenn ja: Wie legt man genau fest, wenn man die Auspragungen trotzdem zuordnen will

* |st die Fragestellung nicht vollig uninteressant? Warum will man das Gberhaupt wissen?

| Rolf Biehler, Vortrag 19.02.2026, KIT Karlsruhe
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|Ll UNIVERSITAT Realitatsnahe Fragestellung (mit ,Warum” und
~unter welchen Bedingungen®)

ChatGPT: Die Schule (1.200 Schiler:innen) mdchte den Radverkehr zur Schule erhéhen und tGberlegt MaBnahmen
wie bessere Abstellmdglichkeiten, sichere Wege, Duschen/Umbkleiden oder Elterninformation. Daflr soll
empirisch geklart werden:

Wie groB ist der Anteil der Schiiler:innen, die an einem typischen Schultag mit dem Fahrrad zur Schule
kommen?
Welche Griinde sprechen bei anderen dagegen (z. B. Entfernung, Zeit, Verkehrssicherheit, Wetter, fehlender

sicherer Stellplatz, Elternregeln, fehlendes Fahrrad)?

Unter welchen Bedingungen wirden diese Schiler:innen eher (haufiger) mit dem Fahrrad kommen?
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|Ll UNIVERSITAT Mini-Fragebogen von ChatGPT

. . D. Kontextvariablen (fiir Analyse)
B. Wenn nicht Fahrrad: Hauptgrunde (max. 2 ankreuzen)

O zu weit / zu steiler Weg * Jahrgangsstufe
0 gefahrlicher Verkehr [ unsichere Route » ungefahrer Schulweg (z. B. <1km, 1-3, 3-5, >5)
0 kein sicherer Abstellplatz / Diebstahlangst - optional: Fahrrad verfligbar (ja/nein)

O Zeit [ Umwege

0 Wetter [ Kleidung C. Unter welchen Bedingungen wiirdest du eher mit dem Fahrrad kommen?

O Eltern erlauben es nicht O sicherere Radwege/Querungen

O kein (fahrsicheres) Fahrrad 0 mehrfiiberdachte Fahrradstander

0O gesundheitlich / korperlich 0 bewachter Bereich | bessere Schldsserinfos
O anderes: ____ O Umkleide/Dusche/Spinde

O ,Bike-to-school”-Aktionen [ Klassenwettbewerb
O Reparatur-/Check-Angebote
O nichts davon / ich wurde trotzdem nicht kommen
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3.3 Dirk Nowitzki macht 2008 in NRW
Abitur




A uwessmr  Nowitzki — Aufgabe (NRW-Abitur 2008) - Teil a

Der deutsche Basketball-Profi Dirk Nowitzki spielt in der amerikanischen Profiliga NBA
beim Club Dallas Mavericks. In der Saison 2006/2007 erzielte er bei Freiwiirfen eine Tref-

ferquote von 90,4 %.

a) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass er
(1) genau 8 Treffer bei 10 Versuchen erzielt,
(2) hochstens 8 Treffer bei 10 Versuchen erzielt,

(3) hdchstens vier Mal nacheinander bei Freiwtirfen erfolgreich ist. (12 Punkte)

&€ €8 Was konnte es hieran zu kritisieren
geben?
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|Ll UNIVERSITAT Die offizielle L6sung Teil a

Modelllésung a)
1. Die Zufallsvariable X fiir die Anzahl der Treffer bei 10 Versuchen ist B;g.g gos—Vverteilt.

10
Also ist P(X =8)=( A J-o,gmﬂ .0,096° =0,185=18,5%.
2. P(X<8)=1-P(X>8)=1-(10-0,904"-0,096+0,904'°) = 0,248 = 24,8 % .

3. Man betrachtet das Gegenereignis, dass er fiinf Treffer hintereinander schafft. Hierfiir

betrdgt die Wahrscheinlichkeit 0, 904> = 0,604 . Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist also
1-0,604=0,396=39,6%.
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|Ll UNIVERSITAT Aufgabe a3: Wenn jemand n = 10 annimmt

e In der Presse wird behauptet, dass die Anzahl der Versuche fehlt, um die
Aufgabe l6sen zu konnen. Da aber die Anzahl 10 in (1) und (2) angegeben
wird, liegt es nahe, auch 10 in (3) anzunehmen. Nimmt man an, dass 10
Versuche durchgefiihrt wurden, ist die Aufgabe nun wohl gestellt, aber die
Berechnung der Lésung ist duflerst langwierig: Von den 2!° = 1024 mogli-
chen Versuchsreihen muss man die Anzahl derjenigen bestimmen, in denen
die Eins hochstens viermal nacheinander vorkommt. Dies macht man am
besten, indem man zuerst die Gesamtanzahl k von Erfolgen festlegt. Bei
k = 10 und k = 9 iiberlegt man sich schnell, dass es keine Mdglichkeit
gibt, die Einsen so zu platzieren, dass sie hochstens viermal nacheinander
vorkommen. Bei k = 8 gibt es 15 Moglichkeiten, die hier aufgelistet sind:

Davies, P. L. (2009). Einige
grundsatzliche Uberlegungen zu zwei
Abituraufgaben. Stochastik in der
Schule, 29(2), 2-7.

(0111101111)  (1011101111)  (1011110111)
(1101101111)  (1101110111)  (1101111011)
(1110101111)  (1110110111)  (1110111011)
(1110111101)  (1111001111)  (1111010111)
(1111011011)  (1111011101)  (1111011110)

Nun kann man das Ganze wiederholen mit £ = 7 usw. Es ist klar, dass der
Schwierigkeitsgrad und der dafiir notwendige Zeitaufwand einer (Teil-)
Abituraufgabe nicht angemessen sind.
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(L s Kritikpunkte

1. Die Teilaufgabe a3) ist unvollstandig und deshalb
unldsbar

2. Aus den Angaben einer empirischen Trefferquote
kann man nicht direkt auf die theoretische
Wahrscheinlichkeit schlief3en

3. Die implizite Annahme einer Binomialverteilung ist
zwar schullblich, aber die Richtigkeit kann nicht
einfach unterstellt werden

| Rolf Biehler, Vortrag 19.02.2026, KIT Karlsruhe
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.Ll UNIVERSITAT Verbessern der Nowitzki-Aufgabe Variante 1

Gehen Sie davon aus, dass Sie die Anzahl der Erfolge in einer Serie von Nowitzkis
Freiwlrfen mit einer Binomialverteilung modellieren kénnen. Aufgrund langjahriger
Erfahrung weill man, dass die Erfolgswahrscheinlichkeit 0,9 betragt.

Berechnen Sie unter diesen Modellannahmen nun folgende Wahrscheinlichkeiten...
&3 €8 lhre Beurteilung der Variante 1

Problem: Eigentlich ist die Formulierung ,aus langjahrigen Erfahrungen” ein
didaktischer Trick. Was man weil3, dass 2006/2007 498 von 551 Versuchen
erfolgreich waren. Daraus konnte man ein 95%- Konfidenzintervall berechnen. Das
ware [0,87932; 0,9284]. Man musste fur dies Spektrum von p L&sungen errechnen.
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.Ll UNIVERSITAT Verbessern der Nowitzki-Aufgabe Variante 2

Der deutsche Basketball-Profi Dirk Nowitzki spielt in der amerikanischen Profiliga NBA
beim Club Dallas Mavericks. In der Saison 2006/2007 erzielte er bei Freiwiirfen eine Tref-
ferquote von 90,4 %.

Wir wissen nicht, welche Trefferquote Nowitzki in Zukunft haben wird, aber naherungsweise gehen wir von einer
Trefferquote von 0,9 aus. Wir wissen auch nicht, ob die Wirfe stochastisch unabhangig durchgefihrt werden,
oder ob es Abhangigkeiten gibt (Ermidungserscheinungen, Ermutigung bei Erfolgsserien... Aus Studien weif3
man aber, dass die Annahme stochastischer Unabhangigkeit eine gute Approximation ist.

Gehen Sie davon aus, dass Sie die Anzahl der Erfolge in einer Serie von Nowitzkis Freiwirfen mit einer
Binomialverteilung modellieren konnen.

Berechnen Sie unter diesen Modellannahmen nun folgende Wahrscheinlichkeiten...

B & Ihre Beurteilung der Variante 2
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.Ll UNIVERSITAT Verbessern der Nowitzki-Aufgabe. Variante 3

Der deutsche Basketball-Profi Dirk Nowitzki spielt in der amerikanischen Profiliga NBA
beim Club Dallas Mavericks. In der Saison 2006/2007 erzielte er bei Freiwiirfen eine Tref-

ferquote von 90,4 %. Nowitzki machte n = 551 Freiwiirfe

a) Was kénnte aus inhaltlichen Gritinden dagegen sprechen, die n=551 Freiwtirfe als Bernoulli-Prozess
(stochastische Unabhdngigkeit) mit konstantem p = 0,907 zu interpretieren?

b) Wenn die komplette Serie der Ldnge aus O (Misserfolg) und 1 (Erfolg) vorliegen wiirde. Was mlisste
man untersuchen, um zu priifen, ob das Bernoulli-Prozess-Modell mit den Daten vertréglich ist?

c) Gehen Sie nun davon aus, dass Sie die Anzahl der Erfolge in einer Serie von Nowitzkis Freiwlrfen
mit einer Binomialverteilung mit p = 0,904 modellieren kdnnen.

Berechnen Sie unter diesen Modellannahmen nun folgende Wahrscheinlichkeiten...

B B Ihre Beurteilung der Variante 3
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|Ll unversitar - Gibt es die ,,Hot Hand” im Basketball eigentlich wirklich?

PADERBORN

Analysen zeigen, dass ein Bernoulli-Prozess
mit den Daten kompatibel ist.

Auch langere Serien kdnnen in reinen Zufallsfolgen auftreten

VOL. 2, NO. 1

ABOUTTHE Gilovich, T, Vallone, R., & Tversky, A. (1985). The hot

“HOT HAND”

PN EASKETEML o hand in basketball: On the misperception of random
B =y (4 sequences. Cognitive Psychology, 17, 295-314.

NDUSTRY AND
GOVERNMENT

DYNAMIC . | Tversky, A., & Gilovich, T. (1989). The cold facts about

STATISTICAL

anggecs 3 the "hot hand" in basketball. Chance, 2(1), 16-21.

’ Larkey, P. D., Smith, R. A, & Kadane, J. B. (1989). It's
T V) Okay to Believe in the “Hot Hand". CHANCE, 2(4), 22-
[l =~ | et 30 -
— — Tversky, A., & Gilovich, T. (1989). The “"Hot Hand":

Statistical Reality or Cognitive lllusion? CHANCE, 2(4),
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|Ll UNIVERSITAT Das Hot-Hand Phanomen laut ChatGPT

PADERBORN

Das “Hot-Hand-Phanomen” im Basketball beschreibt die Vorstellung, dass ein Spieler nach
einer Serie erfolgreicher Wirfe eine erhohte Wahrscheinlichkeit hat, weitere Treffer zu
erzielen. Die Existenz dieses Phanomens ist seit Jahrzehnten Gegenstand wissenschaftlicher

Debatten.

Friihe Studien und Skepsis:
Eine einflussreiche Studie aus dem Jahr 1985 von Gilovich, Vallone und Tversky kam zu dem

Schluss, dass die Wahrnehmung der “heiBen Hand” eine Fehlinterpretation zufalliger
Sequenzen sei und dass aufeinanderfolgende Treffer statistisch unabhangig voneinander

auftreten.
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|Ll UNIVERSITAT Das Hot-Hand Phanomen laut ChatGPT

Neuere Forschungen und differenzierte Erkenntnisse:

Aktuellere Untersuchungen haben jedoch Hinweise darauf gefunden, dass das “Hot-Hand-Phanomen” unter
bestimmten Bedingungen existieren kdnnte:

* Freiwlirfe: Analysen von Giber 300.000 NBA-Freiwiirfen zeigten, dass Spieler nach einem erfolgreichen Wurf
eine leicht erhéhte Wahrscheinlichkeit fiir einen weiteren Treffer hatten.

e Wurfposition: Eine Studie der Wake Forest University aus dem Jahr 2023 stellte fest, dass das “Hot-Hand-
Phanomen” insbesondere dann auftritt, wenn Spieler mehrere Wiirfe von derselben Position ausfiihren. (,,Hot
hand’ is real, but there’s a catch” (https://news.wfu.edu/2023/11/06/hot-hand-is-real-but-theres-catch/)

Fazit:

Die aktuelle Forschung legt nahe, dass das “Hot-Hand-Phanomen” im Basketball unter bestimmten
Umstanden real ist, jedoch oft subtil und kontextabhangig. Die Debatte illustriert die Komplexitat
menschlicher Wahrnehmung und die Herausforderungen bei der Interpretation statistischer Daten in

sportlichen Leistungen.
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|Ll UNIVERSITAT Literatur zur Kontroverse um die Nowitzki -
Aufgabe

Literatur

Diepgen, R. (2008). Kein Witz!? Zur Nowitzki-Aufgabe im NRW Zentralabitur 2008. Stochastik in der Schule, 28(3),
20-28.

Davies, P. L. (2009). Einige grundsatzliche Uberlegungen zu zwei Abituraufgaben. Stochastik in der Schule, 29(2),
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Borovcnik, M. (2009). "Anwendungen” und Anwendungen - Zentrales Abitur und vergebene Chancen fir den
Unterricht in Stochastik. Stochastik in der Schule, 29(3), 10-18.
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Ll UNIVERSITiT Testen auf Zufalligkeit / Unabhangigkeit;
15" PADERBORN elementar mit Simulation

12.3 Zufallig oder nicht? - ein Test auf Zuflligkeit

Aufgaben

Konstruieren Sie ,nach Gefiihl® eine Abfolge von 36 Jungen- und Madchengeburten in einer Ge-
burtsklinik, wobei Sie annehmen sollen, dass die Wahrscheinlichkeit fur eine Jungen- oder Mad-
chengeburt jeweils 0,5 betragt. Versuchen Sie dabel eine ,typisch® zuféllige Abfolge aufzuschrei-
ben (Handsimulation). In der FATHOM-Datei Geburtsklinik.ftm wird die zufallige Abfolge von
Geburten simuliert.

a) Experimentieren Sie mit der FATHOM- Geburtsklinik "Manuelle Simulation® ~|zsslenesm
Datei. Inwieweit unterscheidet sich A A RE R A BE B2 R BaBEe 28
lhre Handsimulation von den simu- 4 ¥ §_d9 o d 4.+
lierten Abfolgen in FATHOM? 5 E ﬁ ﬁﬁ ﬁ MMM % '&5 ﬁ ﬁ MMM ﬁ ﬁ

b) Wie viele Wechsel zwischen Jungen-

und Madchenserien kommen in lhrer Eine ,typisch” zufdllig aussehende Folge?!
Handsimulation vor? Was ist typisch
fur eine Simulation mit FATHOM? Bestimmen Si

viele Wechsel wie in Ihrer Handsimulation oder ne [ sanapna aeee @ 2 @ee @ apea
c) Betrachten Sie jeweils die Lange der langsten S Jaddaa JAddd Jad i
die FATHOM-Simulation mit lhrer Handsimulatic |1 e T vl ErEY vy

Biehler, R., Hofmann, T., Maxara, C., & Prommel, A. (2011). Daten und Zufall mit Fathomihb. 1: Darstellung einer ,,echten” Simulation von Geburten-
- Unterrichtsideen flir die SI und SIl mit Software-Einfiihrung. Schroedel, S. 131 ff. abfolgen
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Messgrogen von Geburtskiinik | Hstogramm (%)

Bestimmen der Referenzverteilung von X

durch Simulation

X; Anzahl der Runs
X, Maximale Runlange
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Abb. 3: Histogramm und Auswertungstabelle zum Merkmal
Anzahl_Wechsel
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3.4 Flugliberbuchungsaufgaben




Die Flugiiberbuchungsaufgabe

KMK (Ed.). (2012). Bildungsstandards im Fach Mathematik fiir die Allgemeine Hochschulreife. Wolters Kluwer

ILLUSTRIERENDE PUFUNGSAUFGABEN Deutschland GmbH, Kdn.

Aufgabe

Auf einer bestimmten Strecke verwendet eine Fluggesellschaft Flugzeuge mit jeweils 100 Pldtzen, die vor Flugantritt
gebucht und bezahlt werden.

Vereinfachend soll davon ausgegangen werden, dass

m jeder Platz einzeln gebucht wird,
m auf dieser Strecke stets alle Platze gebucht werden,
m ein Platz, dessen Buchung storniert wird, nicht erneut gebucht werden kann.

Im Mittel werden 10 % der gebuchten Pldatze kurzfristig storniert (d. h. von den Leuten, die gebucht haben, doch wie-
der abgesagt).

Von einer Person, die tatsdchlich fliegt, nimmt die Fluggesellschaft 200 € ein, bei einer Stornierung wegen teilweiser
Erstattung nur 100 €.

a)
Nennen Sie eine Annahme, sodass die mogliche Anzahl der Stornierungen bei einem Flug als binomialverteilt model-
liert werden kann. Beschreiben Sie eine reale Situation, in der diese Annahme nicht zutrifft.

Im Folgenden wird nun angenommen, dass die mogliche Anzahl der Stornierungen bei einem Flug tatsachlich bino-

. G 61
n mialverteilt ist.



” Die Flugiiberbuchungsaufgabe: Weitere
lLl PADERBORN Voraufgaben fiir unterrichtliche Behandlung

Die Stornierungswahrscheinlichkeit wird vereinfachend als konstant angenommen,
Nenne Faktoren, die diese in der Realitat aber beeinflussen kdnnten.

« Zeitpunkt der Buchung (Frihbucher, last minute)

* Fluglinie, Abflugszeit und Flughafen

 Abflugtag (Urlaub oder Nebensaison)

 Strecken und Ziele

« Wetter und geopolitische Ereignisse

« Reisezweck: Geschaftsreisende stornieren tendenziell eher als Privatreisende,
 Tickettyp (Flexibel oder nicht)

.+ &8 &8 Sollte man solch eine Voraufgabe stellen?

« Darf man Sachwissen in einem Mathematiktest abprifen?
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|Ll UNIVERSITAT Wie machen das die Airlines mit der
Flugliberbuchung wirklich?

& € Vermutungen?

Stichwort fur Google-Suche ,no-show rates”

| Rolf Biehler, Vortrag 19.02.2026, KIT Karlsruhe
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Die Praxis auBBerhalb der Schule: Anwendung
Maschinelles Lernen; Trainieren mit realen Daten

No-Show Passenger Prediction for Flights [PDF] joiv.org
WS Chin, CY Ting, CL Cham - JOIV: International Journal on Informatics ...,

2023 - joiv.org

... of machine learning algorithms to reduce the rate of no-shows... a predictive model to
identify no-shows' patients to increase ... to develop prediction models to predict

passenger no-shows. ...

7 Speichern DY Zitieren Ahnliche Artikel Alle 4 Versionen $9

Passenger-based predictive modeling of airline no-show  [PDF] acm.org

rates Volitext@UB Paderborn
RD Lawrence, SJ Hong, J Cherrier - Proceedings of the ninth ACM ..., 2003

- dl.acm.org

... to predict cabin-level no-show rates using specific information on the individual

passengers ... The first of these models computes the no-show probability for each

passenger, using both ...

' Speichern DY Zitieren Zitiert von: 83 Ahnliche Artikel Alle 8 Versionen &9

roF] No-show forecast using passenger booking data [PDF] lu.se
D Zenkert - 2017 - lup.lub.lu.se

... Since these models haven't been tested for other airlines in this thesis, it's hard to give a
general decision whether machine learning should be used when forecasting noshow
rates. ...

7 Speichern DY Zitieren Zitiert von: 11  Ahnliche Artikel Alle 3 Versionen 9
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Maschinelles Lernen; Trainieren mit realen Daten

mTML] A novel passenger flow prediction model using [HTML] sciencedirect.c...
deep learning methods Volltext@UB Paderborn
L Liu, RC Chen - Transportation Research Part C: Emerging ..., 2017 -

Elsevier

... model to predict the hourly passenger flow using a three-stage deep learning
architecture. ... combined with the supervised DNN can predict the passenger flow for any
specified hour ...

17 Speichern U9 Zitieren Zitiert von: 271  Ahnliche Artikel Alle 5 Versionen &9

Decision support system for predicting the number of no-  [PDF] srce.hr
show passengers in airline industry Volltext@UB Paderborn

B Petrovi¢, P MiloSevic - Tehnicki vjesnik, 2021 - hrcak.srce.hr

... prediction process, and enables an airline to use a logical approach when predicting the
number of no show passengers. ... comparing it to existing machine learning based
models. This ...

| Rolf Biehler, Vortrag 19.02.2026, KIT Karlsruhe 65



lLl UNIVERSITAT An ChatGPT: Ist es realistisch mit einer festen

PADERBORN

¥4 1. Strecke & Zweck der Reise
Geschaftsreisen: hohere No-Show-Rate (Termine
andern sich)

Urlaubsfliige: niedrigere No-Show-Rate (starker
geplant)

2. Ticketart

Flexible Tickets: deutlich hohere No-Show-Rate
Nicht stornierbare Sparpreise: sehr niedrige No-
Show-Rate

| Rolf Biehler, Vortrag 19.02.2026, KIT Karlsruhe

no-show-rate zu rechnen?

(® 3. Zeitpunkt
Tagesrandflige # Morgenflige
Wochentag # Wochenende
Ferien # Schulzeit

> 4. Externe Einfliisse

Wetter

Streiks

Anschlussflugrisiken
Pandemie-Effekte (stark schwankend!)
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|Ll UNIVERSITAT Flugliiberbuchung in anderen Kontexten?

Von den 100 Beschaftigten eines Betriebes kommen durchschnittlich
40% mit einem eigenen Auto zur Arbelt.

a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit gentgt ein Parkplatz mit 50 Platzen?
b) Wie viele Platze mussen zur Verfigung stehen, damit diese mit einer
Wahrscheinlichkeit von mindestens 90% ausreichen?

Leistungskurs Stochastik, Schroedel 2003, S. 131 (hrsg von Griesel, Postel, Gundlach, Suhr)

&8 €8 Welche Kritik, welche Verbesserungsvorschldge fiir diese
Aufgabe!

| Rolf Biehler, Vortrag 19.02.2026, KIT Karlsruhe 67



L yvessim Lésung 1

An jedem Tag kommen genau 40 Personen mit dem Auto.

Der Parkplatz kann verkleinert werden!

| Rolf Biehler, Vortrag 19.02.2026, KIT Karlsruhe
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L yvessim Lésung 2

Voruberlegung

An x Tagen des Jahres kommen 100 Personen, an 360 — x kommen 10 Personen.
Wie groBB muss x sein, dass im Durchschnitt 40% der Beschaftigten kommen

100x + (360 — x)[10
360
7 x =120

Aufgabe: An 120 Tagen des Jahres kommen 100 Personen, an 240 kommen 10 Personen mit dem Auto, also
durchschnittlich 40%. Mit welcher Wahrscheinlichkeit reicht ein Parkplatz mit 50 Platzen? Antwort 2/3!

40

| Rolf Biehler, Vortrag 19.02.2026, KIT Karlsruhe
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|Ll UNIVERSITAT Die normative Losung

« Die 100 Beschaftigten des Betriebes haben alle ein Auto zur freien Verfiigung.

« Morgens nach dem Aufstehen holen sie sich einen Kaffee und drehen als erstes
ein Glucksrad mit einem Anteil ,grin” von 40%.

« Zeigt das Glucksrad ,grin”, dann nehmen sie ihr Auto, sonst nicht.

* Die Anzahl der benotlten Parkplatze ist Binomial (100; 0,4) — verteilt.

Bild erstellt von ChatGPT

| Rolf Biehler, Vortrag 19.02.2026, KIT Karlsruhe 70



() wversiar Kritik von ChatGPT an der Parkplatz - Aufgabe

PADERBORN

Beschaftigte 2 [ Keine Unabhangigkeit der Ereignisse
haben meist ein stabiles Mobilitatsmuster:;
.lch fahre immer Auto”

JIch fahre nie Auto” Die Aufgabe setzt voraus:
.Ich fahre nur bei Regen Auto” Jede Person entscheidet unabhangig von allen
anderen.

? Die 40 % sind kein individuelles Zufallsereignis,

sondern ein Aggregat aus festen Gruppen. In der Realitat:
Wetter betrifft viele gleichzeitig
Schichtbeginn oder Gleitzeit erzeugt Korrelation
Parkplatzknappheit selbst beeinflusst das Verhalten
(.Wenn es voll ist, fahre ich morgen nicht mit dem
Auto”)

| Rolf Biehler, Vortrag 19.02.2026, KIT Karlsruhe 71
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3| Die 40 % sind kein stabiler Parameter

Im Betrieb schwankt der Anteil der Autofahrer
systematisch:

« Wochentag

« Jahreszeit

« Homeoffice-Tage

* Krankheitswellen

« OPNV-Stérungen

| Rolf Biehler, Vortrag 19.02.2026, KIT Karlsruhe

4 | Konsequenzen sind riickgekoppelt

Bei Flugiberbuchung:

Passagiere erfahren die Uberbuchung erst am Gate
ihr Erscheinen wird nicht durch frihere
Uberbuchungen beeinflusst

Im Betrieb:

zu wenige Parkplatze = Verhalten andert sich
Mitarbeitende weichen aus, kommen friher/spater,
bilden Fahrgemeinschaften

7 Die Zufallsvariable beeinflusst ihren eigenen
Parameter

72



UNIVERSITAT
lL( PADERBORN

3.5 Geschlechterverteilung der Kinder in
Familien binomialverteilt?




|Ll UNIVERSITAT Geschlechterverteilung in Familien

Geissler, A. (1889). Beitrage zur Frage des Geschlechtsverhaltnisses der Geborenen. Zeitschrift des Kéniglich
Séchsischen Bureaus, 01-24.

Heft T u IL 7)@1']‘_‘ SCHR IFT Jahig. 1889.

S .-1!
It G

K. SACHSISCHEN (SR

Zn beziehen durch Post ond Buochhandel.

STATISTISCHEN

3
i A

L . Die Zeitschrift erscheint in halbiihe
Kn‘mx?iusiunfr—Ter]:ag dFr:Igl.Expndiﬁun der hb}b“-r_"{' Doppelheften, Preis E:aa I;a.hrg Ja Mfr?
Leipriger Zeitung in Leipzig u.der Buchhand- B U AU -. Einzelne Hefte werden mit 1 M. 50 Pf
long von B. v. Zahn & Jaensch in Dreaden. R E berschnet.

Beitriige zur Frage des (eschlechtsverhaltnisses der Geborenen.

Von Medizinalrath Dr. med. ARTHUR GEISSLER.

I. Das Geschlechtsverhiilinils bei dem Kindern glﬁiﬁhan Stammes.

Einleitung. | In kleineren Staaten lassen sich, wenn aunech im Laufe
| Rolf Biehler, Vortrag 19.02.2026, KIT Karlsruhe 74



|Ll unvirsitar - Modellannahmen priifen bei der Binomialverteilung
PADERBORN

Aufgabe

Wie erforscht man das Geschlechterverhiltnis?
Fast 10 Jahre lang erfasste der sachsische Arzt und Statistiker Dr. | cacserramiieniz
Arthur Geissler (18632 — 1902) rund 4 Millionen Daten zur Anzahl und el U

zum Geschlecht von Kindern bei sachsischen Familien. Aus der Veréf- ; ? ;
fentlichung ,Beitrage zur Frage des Geschlechterverhaltnisses der 3 2 160
Geborenen” (1859) stammen die Daten, die in der nebenstehenden 4 3 2l
Tabelle aufbereitet wurden. Dabei handelt es sich um 10690 Familien, : ; 1;2?
die zum Befragungszeitpunkt 12 Kinder geboren hatten. Angegeben 7 6 2360
ist die Anzahl der Familien mit O, 1, 2, ..., 12 Jungen. 8 ! =
1) Modellieren Sie die Daten durch eine Binomialverteilung mit den - ; -

Parametern n= 12 und p= 0,5 und vergleichen Sie mit den I 10 298

realen Daten. Wie beurteilen Sie die Passung des Modells zu den 12 I &

13 12 I

Daten?

2) Verbessern Sie das Modell aus 1), indem Sie den Parameter p ver-
andern. Wie beurteilen Sie nun die Ubereinstimmung von Modell und
Daten?

Biehler, R., Hofmann, T., Maxara, C., & Prommel, A. (2011). Daten und Zufall mit Fathom - Unterrichtsideen fiir die S/
und SlI mit Software-Einfiihrung. Schroedel, S. 110
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GeisslerFamilien12

Modell und Daten

GeisslerFamil12

Sdulendiagramm m

J...|Fa.. BinWs BinErw Residuen
BinomialWs (Jungenanzahl, 12; 0,5) BinWs#10690 (Familienanzahl — BinErw
-
1 0 6 0,0002 3 3
2 1| 28 0,0029 3 -2
3 2| 160 0,0181 172 -12
4 | 3| 52 00537 574 -53
5 4/ 1198 0,1208 1292 -94
6 5| 1821 0,1934 2067 -246
7 6| 2360 0,2256 2412 -92
8 7| 2033 0,1934 2067 -34
8 8/ 1398 0,1208 1292 106
10 9| 799 0,0537 574 225
1 10| 298 0,0161 172 126
12 | 11| &0 0,0029 31 29
13 12 7 0,0002 3 4

.

Abb. 1: Geissler-Daten: erweiterte Tabelle mit einfachem Binomi-
almodell n=12 und p = 0,5

I NUII piIcIici, VUILIGH 1J.VL.cVLY, NII NdIDIUIIT
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Sdulendiagramm m
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UNIVERSITAT Modell und Daten
Vergleich der Familienzahl und BinErw nach Jungenzahl
23001 E Familienzahl
BinErw
2000}
1500 f
g
<
1000 |
| ||I “i
L m .
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Jungenzahl

| Rolf Biehler, Vortrag 19.02.2026, KIT Karlsruhe
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.Ll UNIVERSITAT Modell und Daten

GeisslerFamilien2 | Saulendiagramm % | &8 €8 Wie kann man das Modell verbessern?

2001
1001

. GroBeres p wirde die Verteilung

nach rechts verschieben

1. Experimentell Variation von p

5 6 7 8 9 10

Jungenanzahl versuchen.
Residuen 2. P(Junge) aus den Daten
Abb. 2: Abweichungen Daten vs. Modell, p = 0,5 schatzen,

n=12*10690 wird gute
Schatzung liefern
3. Rel. Hfkt. (Junge) = 0,5158

| Rolf Biehler, Vortrag 19.02.2026, KIT Karlsruhe 78



.Ll UNIVERSITAT Modell 2 und Daten

GeisslerFamilien12

Jungenanzahl | Familienanzahl
Index — 1

1 0
2 1
3 2
4 3
5 4
6 S
7 6
8 7
9 8

| Rolf Biehler, Vortrag 19.02.2026, KIT Karlsruhe

Residuen

BinomialWs (Jungenanzahl; 12; 0.5168|BinWs+10690

Familienanzahl — BinErw
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|Ll UNIVERSITAT Weniger ,,ausgeglichene Familien” als bei p =
0,5168 erwartet

Phanomen ist seit langem in der Wissenschaft

GeisslerFamilien12 (Saulendagramm 15) bekannt
200 Erkldrungsversuche:
1005  Existenz von Zwillingen reicht als Erklarung nicht
g — ] — aus
! L « Stochastische Unabhangigkeit offenbar nicht
100, erflllt (genetische oder umweltbedingte Faktoren)
-200] » Erfassen die Daten auch verstorbene Kinder

« Koénnten das nicht zufallige Abweichungen sein

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Jungenanzahl
Residuen

| Rolf Biehler, Vortrag 19.02.2026, KIT Karlsruhe 80



|Ll UNIVERSITAT Beurteilung der Abweichungen von Modell
und Daten mit Sigma-Regeln

* Wir erwarten bei einer Binomialverteilung, dass die Ergebnisse mit 95% im 1,96
Sigma Intervall um den Erwartungswert liegen

X —EX)| < 1,96 0(x)

X —n-binWs| < 1,96 - \/n - binWs - (1 — binWs)

|X —n-binWs]|

Z.=
\/n - binWs - (1 — binW's)

< 1,96

| Rolf Biehler, Vortrag 19.02.2026, KIT Karlsruhe
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i\( UNIVERSITAT Beurteilung der Abweichungen von Modell
und Daten mit Sigma-Regeln

PADERBORN

Jungenanzahl
0

O 00 N O O b W N =

[ R G
N 2O

| Rolf Biehler, Vortrag 19.02.2026, KIT Karlsruhe

z
3,24361
1,43815
2,57399
2,59857
2,40703

-2,48382
-0,81707
-3,89776
-1,96187
3,96571
5,00698
2,50060
1,58413

GeisslerFamilien12 [ Saulendiagramm |+ |

=3

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Jungenanzahl
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|Ll UNIVERSITAT Same-sex-Tendenz in den Geissler — Daten.
Erklarungen? ChatGPT:

1. Biologische Faktoren

a) Elternabhangige Tendenz (Eltern“typen®)

*Manche Eltern (z. B. genetisch oder hormonell bedingt) haben eine leicht erhohte Wahrscheinlichkeit, Kinder
eines bestimmten Geschlechts zu bekommen.

*— In einer Familie: Wenn einmal ein Junge geboren wurde, ist die Wahrscheinlichkeit leicht erhoht, dass der
nachste auch ein Junge ist.

Diese Idee wird ,Lexian variation” genannt (nach dem Statistiker Lexis).

b) Hormone im Uterus

*Maoglicherweise beeinflusst das Geschlecht eines vorherigen Kindes die hormonelle Umgebung der Mutter -
und damit das Geschlecht des nachsten Kindes.

Evidenz dafur ist nicht eindeutig, aber diskutiert.

| Rolf Biehler, Vortrag 19.02.2026, KIT Karlsruhe 83



|Ll UNIVERSITAT Same-sex-Tendenz in den Geissler — Daten.
Erklarungen? ChatGPT:

Moderne Studien (z. B. USA, Skandinavien, Demographic and Health Surveys):

*Tendenz zu “"same sex” ist in grolen modernen Datenbestanden reproduzierbar, z. B.:
*Chancen auf gleiches Geschlecht beim 2. Kind liegen leicht Gber 50 % (z. B. 51,2 %)

Effekt verstarkt sich schwach mit weiterer Kinderzahl

Effekt ist klein, aber statistisch signifikant, wenn viele Millionen Geburten analysiert werden.

# Fazit:

*Die Geissler-Daten waren ein friiher empirischer Hinweis auf eine leichte Tendenz zu
gleichgeschlechtlichen Geschwisterfolgen.

*Die moderne Forschung bestatigt dies in vielen Landern — biologisch und sozial erklarbar, aber nicht stark
ausgepragt.

*Die Binomialverteilung ist ein gutes Naherungsmodell, aber nicht perfekt, wenn man tiefer in die
Geburtenfolgen schaut.

| Rolf Biehler, Vortrag 19.02.2026, KIT Karlsruhe 84



|Ll UNIVERSITAT Geschlechterverhaltnis bei Geburt (reale
Daten)

Das Geschlechterverhaltnis (die Anzahl der Manner pro Frau in einer Bevolkerung) bei der Geburt
betrug im Jahr 2010 118,06 Jungen pro 100 Madchen (54,14 %), mehr als 116,86 (53,89 %) von 2000,
aber 0,53 Prozentpunkte niedriger als das Verhaltnis von 118,59 (54,25 %) im Jahr 2005.12! [n den
meisten westlichen Landern liegt das Geschlechterverhaltnis bei der Geburt 105 Jungen und 100
Madchen (51,22 %)

https://de.wikipedia.org/wiki/Demografie_der Volksrepublik_China (abgerufen am 17.2.2026)

Laut ChatGPT: ca. 16 Millionen Geburten im Jahr 2010
Signifikante Abweichung 0,5414 von 0,51227

| Rolf Biehler, Vortrag 19.02.2026, KIT Karlsruhe
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Geschlechterverhiltnis bei 0- bis 6jahrigen in Indien

Quelle 2005

https://censusindia.net/results/provindia2.html

Femdle births deficiency in india

Bar Chart «
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Diagramm: Biehler, R.
(2005). Authentic
modelling in stochastics
education: The case of
the binomial distribution.
In G. Kaiser & H.-W.
Henn (Hrsg.), Festschrift
fir Werner Blum (S. 19-
30). Franzbecker.

86



Daten




ﬂl Anteil der Jungengeburten in NRW|
Das Statistische Landesamt hat den Jungenanteil unter den Geburten in verschiedenen
Stadten und Landkreisen in Nordrhein-Westfalen im Jahr 2002 ermittelt. In der fol-
genden Abbildung ist der Anteil der Jungengeburten in einer bestimmten Stadt oder
einem Landkreis auf der y-Achse und die Anzahl der in dieser Stadt (Landkreis) ins-
gesamt Geborenen auf der x-Achse aufgetragen.
0,70
0,65
0,60

I I I I I I I I I
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000
Geborene insgesamt

Die Punkte in der Grafik geben ausgewahlte Stadte und Landkreise wieder. So steht z. B.

der Punkt ganz rechts fur eine Stadt oder einen Landkreis mit etwa 9600 Neugebore-
nen und einem Jungenanteil von 0,52.

a) Die Stadt Raesfeld hatte mit 0,337 den geringsten Jungenanteil (28 von 83 Neugebo-
renen). Die Ortschaft Dahlem hatte den hochsten Jungenanteil mit 0,67 (24 von 36 Neu-
geborenen). Wo findet man die Orte in der Grafik? Passieren hier merkwirdige Dinge?
b) Der Anteil der Jungengeburten in NRW im Jahr 2002 betrug 0,5141. Bei welchen
Neugeborenenzahlen beobachten Sie starke Abweichungen der relativen Haufigkeiten
der Jungengeburten von 0,51417 Erklaren Sie diese Beobachtung.

MATHEMATIK NEUE WEGE
ARBEITSBUCH FUR GYMNASIEN
Stochastik

Herausgegeben von:
Arno Lergenmuller, Prof. Gunter Schmidt,
Prof. Dr. Katja Kruger

erarbeitet von:

Prof. Dr. Rolf Biehler, Kassel

Prof. Dr. Katja Kruger, Frankfurt/Main
Arno Lergenmiiller, Roxheim

Prof. Glinter Schmidt, Stromberg
Reimund Vehling, Hannover

unter Mitarbeit von:

Dr. Christian Fahse, Neustadt/Weinstralle
Dr. Hubert Weller, Lahnau

Martin Zacharias, Molfsee

© 2012 Bildungshaus Schulbuchverlage
Westermann Schroedel Diesterweg Schoningh Winklers GmbH, Braunschweig

| Rolf Biehler, Vortrag 19.02.2026, KIT Karlsruhe www.schroedel.de



f

UNIVERSITAT
PADERBORN

Kindergeburten in NRW 2002

MEWY Kindergeburten pro Gemeinde 2002

Schlues... Jalu Geborene_K... |maennhi... | weiblich | maennli... insgesamt_kum h_Junge_kum Anteil_Jungen Region Ll
maennlich +Gehorens_Kinder + Vorgange| maesnnlich_kum maennlich B
_ inzgesamt_kum maennlich + weiklick
1 5355012 2002 32 19 13 19 g2 0595735 0,59375 | Heimbach, Stack
2 436601 2 2002 36 24 12 43 53 0632353 0666667 | Dahlem
3 5955020 2002 39 23 16 GG 107 0616522 0,5397 44 | Hallenberg, Stact
4 5962020 2002 55 25 27 94 162 0550247 0,509091 |Herscheid
5 S5ERO32 2002 SE 24 32 118 M8 0541284 0428571 |Ladbergen
L 5154045 2002 59 30 29 145 277 0534296 0505475 | Rheurct
7 5366032 2002 59 37 22 185 336 0550595 0627119 | Mettersheim
8 5970012 2002 G0 25 32 213 396 0537879 0 4B6E6ET | Ernctehrick _IJ
= :

Quelle: Statistisches Landesamt

N = 427 Regionen

| Rolf Biehler, Vortrag 19.02.2026, KIT Karlsruhe
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|Ll oessomn  Anteil der Jungengeburten in NRW im Jahr 2002

eingesammelt nach Gemeinden mit wachsender Geburtenzahl

Colkctbn 1 | =trendilagramm | % |

og2
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033

e _kum

Ii_Jamni
=]
o
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Collection 1 | Streudiagramm 5 |
0,70

0,651

0,60;
c

2, 0,55
=

= _
=,0,50/ @
IE T
£ 045,
q 1

0,401
0,351

0,301

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000
Geborene_insgesamt

Jeder Punkt entspricht einer NRW Gemeinde
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NRW Kindergeburten pro Gemeinde 2002

[ Streudiagramm | 2 !

0,70;
0,651

0,601

gen
ot
o
(4]

o
o
2

Anteil Jun

O 2000 4000 6000
Geborene_Kinder
Summe (maennlich)

Summe ( Geborene_Kinder)

— Anteil_Jungen =

| Rolf Biehler, Vortrag 19.02.2026, KIT Karlsruhe

8000 10000

| NRW Kindergeburten pro Gemeinde ...

Geborene_Kinder| 0,51406296
1 = Summe (maennlich)
Summe (Geborene_Kinder)
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| Rolf Biehler, Vortrag 19.02

MEVWY Kindergeburten pro Gemeinde 2002

[ Streudiagramm I-.-!

0,70

gen

Anteil _Jun
[ ]
h
=

-
I
L) |

G000
Geborene_Kinder

2000

=umme [ maennlich )
Summe [ Geborene_Kinder )

— Anteil_Jungen =

Summe [ masnnlich) N 1
Summe [ Geborene_Kinder ) «.-"rGehcnrene Kincer

= Anteil_Jungen =

Summe [ masnnlich) N 1
zumme [ Geborene_HKinder ) «fGEI::lDrene Kinder

= Arteil_Jungen =
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 Gliederung
L proversrr

1. Ubersicht
2. Geburtsgewichte: Normalverteilt?

Implizite Annahmen: Wir drehen Gliicksrader

Bernoullikette und Binomialverteilung als Modell
1. EinfUhrung

ChatGPT entwickelt problematische Aufgaben

Dirk Nowitzki macht in ,NRW 2008 Abitur”
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