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Problemlage: Die doppelte Diskontinuitat
Felix Klein (1908): ,Elementarmathematik vom hoheren g

Standpunkt”

,Der junge Student sieht sich am Beginn seines Studiums vor Probleme gestellt, die
ihn in keinem Punkte mehr an die Dinge erinnern, mit denen er sich auf der Schule
beschaftigt hat; [...]. Tritt er aber nach Absolvierung des Studiums ins Lehramt
uber, so soll er plotzlich eben diese herkdommliche Elementarmathematik
schulmallig unterrichten; da er diese Aufgabe kaum selbstandig mit seiner
Hochschulmathematik in Zusammenhang bringen kann, so nimmt er bald die
althergebrachte Unterrichtstradition auf und das Hochschulstudium bleibt ihm nur
eine mehr oder minder angenehme Erinnerung, die auf seinen Unterricht keinen
Einfluss hat.”“ (Klein, 1908, S. 1)
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Felix Klein (1908) 1. Diskontinuitat

,0er junge Student sieht sich am Beginn seines Studiums vor Probleme
gestellt, die ihn in keinem Punkte mehr an die Dinge erinnern, mit denen er
sich auf der Schule beschaftigt hat; [...]. Tritt er aber nach Absolvierung des
Studiums ins Lehramt Uber, so soll er plotzlich eben diese herkommliche
Elementarmathematik schulmaBig unterrichten; da er diese Aufgabe kaum
selbstandig mit seiner Hochschulmathematik in Zusammenhang bringen kann, so
nimmt er bald die althergebrachte Unterrichtstradition auf wund das
Hochschulstudium bleibt ihm nur eine mehr oder minder angenehme Erinnerung,
die auf seinen Unterricht keinen Einfluss hat.” (Klein, 1908, S. 1)

2. Diskontinuitat

LViele Lehramtsstudierende nehmen Schulmathematik und universitare Mathematik
als voneinander getrennte Welten wahr® (Bauer & Partheil, 2009, S. 1)
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Folgen der doppelten Diskontinuitat

Im Studium: negative Folgen fur Motivation,
Interesse und Verstandnis der Inhalte

Im Lehrberuf: Fachliches Wissen kann nicht fur
fachdidaktisches Handeln im Unterricht aktiviert
werden.

Die Verbindungen Schulmathematik <> Mathematik als Wissenschaft
und Fachdidaktik <» Fachwissenschaft

stellen sich nicht von selbst ein. Es mussen die hierfur notwendigen

gedanklichen Prozesse initiiert werden. (vgl. Bauer & Partheil, 2009, S. 4)

Studierende brauchen Lerngelegenheiten, um
Verbindungen herzustellen
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,,Schnittstellenaufgaben*
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,Lehramtsaufgaben in Fachvorlesungen®:

Fachliche Bezuge zwischen Schulmathematik und akademischer
Mathematik werden adressiert (vgl. SRCK, Dreher et al., 2018)

Fachliche Inhalte werden in Bezug zu fachdidaktischen
Anforderungen gesetzt (vgl. ,Job-Analyse” nach Ball & Bass, 2004)

Umsetzung in Freiburg:
Analysis 1 (1. Semester)
Elementargeometrie (6. Semester)

Entwicklung der Aufgaben in Kooperation von Fach und Fachdidaktik
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1. Inhaltlicher Rahmen: Elementargeometrie

1m Bachelorstudium, Mathematik

Beispielhafter Studienverlauf im Polyvalenten
Zwei-Hauptficher-Bachelor-Studiengang mit Fach Mathematik (PO 2021)
Mathematik Optionsbereich Zweites Fach
T (75 Punkte + 10 Punkte Bachelor-Arbeit) (20 Punkte) (75 Punkte)
——— e —
6 Elementargeometrie dBthe;;Arb;It h bei Wahl der
(oder im 2. Hauptfach) Lehramtsoption: andernfalls:
Einfiihrung in die
5 St e Fachdidaktik der
Mathematik
i i Praktisch
4 Numerik |1 Stochastik Il r[a]blllicg € Fad;dilcziglét:k i
— Numerik — |— Stochastik — .
(in geeignetem
3 Numerik | Stochastik | Proseminar SEELEEED
2 Analysis Il Lineare Algebra Il Berufsfeld-
Orienti orientierte
—— Lineare Algebra — rentierungs- | Kompetenzen
praktikum . —
(in beliebigen
1 Analysis | Lineare Algebra | Einfiihrung in Semestern)
Bildungswiss.
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Definition 4.6. Seien g, h Geraden in einer Inzidenzgeometrie mit Zwischenre-
lation und Kongruenzen. Die Gerade g steht senkrecht auf h genau dann, wenn
g # h und sy(h) = h. Wir schreiben g L h.

Aufgabe 5 Aufgabe mit Schulbezug, (2 Bonuspunkte)

In der Schule wird das Senkrechtstehen zweier Geraden hiufig durch doppeltes Falten einge-
fithrt:

Abb. aus Hoth et al., 2020

Erlautern Sie den Zusammenhang zwischen der mathematischen Definition von ‘senkrecht’ aus
der Vorlesung und der dargestellten Papierfaltung.
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2. Beispiel: Symmetrie

Zitat aus der Vorlesung:

Wir wollen uns nun mit den Symmetrien der geometrischen Objekte beschifti-
gen, die wir eingefithrt haben. Mathematisch: Wir fithren den Begriff des Iso-
morphismus ein und studieren die Gruppe der Automorphismen.

Korollar 2.3. Die Automorphismen einer Inzidengeometrie (X,G), d.h. die
Menge der Isomorphismen als Inzidenzgeometrie, bilden eine Gruppe.

Aufgabe: Parkettierung

Schon in der Grundschule werden Parkettierungen
genutzt, um das Erkennen von Mustern und Strukturen
zu fordern (Parkette legen, Parkette weiterzeichnen,
Parkette selbst erfinden, ...). Die RegelmaRigkeiten, die
solchen Mustern zu Grunde liegen, lassen sich
mathematisch mit Hilfe von Invarianzabbildungen
beschreiben.

Frage: Welche Abbildungen lassen das nebenstehende
Parkett invariant? Beschreiben Sie diese (unendlich
vielempAbbildungen moglichst systematisch.
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Aufgabe mit Schulbezug:

Die folgende Grafik zeigt, wie sich der Winkelsummensatz innerhalb der
Schulgeometrie einordnet (Weigand et al. (2018), S. 13).

a) Nennen Sie jeweils die Aussagen der aufgefiihrten Winkelsitze.

b) Leiten Sie den Scheitelwinkelsatz aus dem Nebenwinkelsatz her.

c) Leiten Sie den Satz des Thales mit Hilfe des Basiswinkelsatzes fiir
gleichschenklige Dreiecke und des Winkelsummensatzes her.

Beispiel 9: Ordnen der Winkelsctze im Dreieck

Basiswinkel(satz) im
gleichschenkligen
Dreieck

Nebenwinkel(satz)

Stufenwinkel(satz)

Scheitelwinkel(satz)

Wechselwinkel(satz)

e ot

Winkelsummensatz 1m Dreieck

Satz des Thales

//

™~ Umfangswinkelsatz
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Vorlesung
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Ergebnis Lehramt vs. Bachelor sc.

Welche Aufgaben fanden Sie besonders hilfreich/interessant und

warum? ... (Befragung im SoSe 21)

Positive Bewertungen im Vergleich

0% 10% 20% 30% 40% 50% 60% 70% 80% 90% 100%

B Mathematik M Schulbezug M Arbeitsokonomie
Freude B Sonstiges
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98 Kodier-
einheiten

32 Kodier-
einheiten
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Ergebnis Lehramt vs. Bachelor sc.

Welche Aufgaben fanden Sie b

JAls ich damals in der Schule war, war
,Schulaufgaben erzwingen der Begriff eines Vektors zunachst
einen reduzierten, direkten und fremd. Deswegen hilft es, sich schon
klaren Zugang — was auch jetzt Gedanken dartber zu machen, wie
nitzlich ist, falls man nicht man den Schilern genau beibringt, was

| ehrer werden mochte® ein Vektor eigentlich ist.”

A

0% 10% 20% 30% 40% 50% 60% 70% 80% 90% 100%

B Mathematik M Schulbezug M Arbeitsokonomie

Freude B Sonstiges

Bachelor (12)
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Nicht ganz unwichtige Details:

UNI

Elgeo, Annette Huber-Klawitter:

Je eine vertiefende fachwissenschaftliche Aufgabe
und eine Lehramtsaufgabe als Bonusaufgabe zur
offenen Wahl. Klausur nur fachwissenschatftlich.

Elgeo, Nadine GroRe:

Eine Lehramtsaufgabe pro Blatt gleichwertig zu allen
anderen Aufgaben. Klausur nur fachwissenschaftlich.

Analysis 1, Michael Ruzicka:

Je eine vertiefende fachwissenschaftliche Aufgabe
und eine Lehramtsaufgabe. Keine Wahlmdglichkeit far
die Anrechnung. Klausur nur fachwissenschaftlich.
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Unendliche Relhen und periodische

Dezimalzahlen:

Definition. Sei (a, ),y eine Folge in R. Man nennt die Zahl
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Sp 1= Zak (n € N)
k=1

die n-te Partialsumme dieser Folge. Die Folge (s,,),,ern heiit unendliche Rethe

Aufgabe:

Schilerinnen und Schiler lernen in Klasse 6, dass man jeden Bruch in eine Dezimalzahl umwandeln kann,

indem man den Zahler durch den Nenner dividiert. Dabei entdecken sie, dass Perioden auftreten
kénnen.

1) Wandeln Sie nun die folgenden periodischen Dezimalzahlen wieder in Briiche um, indem Sie den
Grenzwert flir geometrische Reihen verwenden.
a) 0,9 b) 0,048 c) 3,148 d)0,1234
Fassen Sie hierflir die periodischen Dezimalzahlen als Reihen auf. Begriinden Sie, dass die Reihen
konvergieren und rechnen sie jeweils den Grenzwert aus.

2) Beschreiben Sie ein Verfahren zur Umwandlung von periodischen Dezimalzahlen in Briche, das
nur mit , Schulmathematik” auskommt,

und flhren Sie dies an den Beispielen von 1) durch.



Grenzprozesse verstehen:
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Aufgabe mit Schulbezug:

Der Bildungsplan Mathematik flir das Gymnasium in Baden-Wirttemberg sieht vor, dass
Schiilerinnen und Schiler ,uneigentliche Integrale untersuchen” kénnen (S. 43, Fassung vom
29.02.2024).

Max erzahlt: ,,Heute hatten wir in Mathe uneigentliche Integrale. Zuerst habe ich mich gewundert:
Man integriert unendlich weit und trotzdem kommt als Fidcheninhalt unter der Kurve eine feste Zahl
raus. Dann ist mir aber selbst ein gutes Beispiel eingefallen: Ich habe mich daran erinnert, dass man ja
den orientierten Fldcheninhalt nehmen muss, d.h. Fldchenstiicke unterhalb der x-Achse sind dann

negativ. Dann ist ja klar, dass z.B. fnm sin(x) dx = 0 sein muss, denn man hat ja unterhalb der x-

Achse genau gleich viel Flciche wie oberhalb der x-Achse, also ist der Fldcheninhalt insgesamt gleich
0~

Nehmen Sie zu dieser SchulerauRerung mathematisch fundiert Stellung.
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Richtige Antwort:
(3) Der Grenzwert existiert in der Tat nicht. Wiirde er namlich exis-
tieren, dann konnte man ihn mit jeder Folge (b, ), die gegen

oo geht, berechnen, also auch mit (b,,) = (nm). Die Folge der
Integrale fg " sin(x) dx ist aber (2,0, 2,0,...) und konvergiert
daher nicht.

Weitergehende Hinweise:

Es ist ein bekannter Irrtum, dass man uneigentliche Integrale da-
durch untersuchen konne, dass man die obere Grenze ,irgendwie"
gegen unendlich gehen lasst. Wie diese Aufgabe zeigt, ist das aber
nicht richtig. Der Irrtum hat im Grunde gar nichts mit Integrations-
theorie zu tun, sondern eher mit Grenzwerttheorie: Um limy— o f(x)
zu untersuchen, muss man alle Folgen betrachten, die gegen unend-
lich gehen.
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Lehramtsaufgaben in Fachvorlesungen...

...konnen Lehramtsstudierende motivieren
und fur die Inhalte interessieren.

...machen deutlich, dass man fur die Schule
ein fachliches Fundament braucht.

...bieten konkrete, anschauliche Zugange zu
abstrakten Inhalten.

...mussen gut auf die Inhalte der
Fachvorlesung abgestimmt sein.
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