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● historische 
Perspektive

● semiotische 
Perspektive

die Formelsprache als „Register“
mathematischer Erkenntnis

Erweiterung der „Register“ auf numerische, geometrische, 
sprachliche, gestische Zeichen(systeme)
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procedural

rules or procedures for 
solving mathematical 
problems

conceptual 

rich in relationships […] that pervade 
the individual facts and propositions
so that all pieces of information 
are linked to some network

Hiebert und Lefevre (1986): Conceptual and procedural knowledge in mathematics: An introductory analysis  Skemp (1978): Relational Understanding and ∘
Instrumental Understanding
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die Formelsprache als „Register“
mathematischer Erkenntnis

Erweiterung der „Register“ auf numerische, geometrische, 
sprachliche, gestische Zeichen(systeme)

Verstehen nur „konzeptuell“ zu fassen
geht zulasten des Prozeduralen

Entwickeln und Beherrschen von Techniken
als Ausdruck des Verstehens



18 Kieran & Drijvers (2006). The Co-Emergence of Machine Techniques, Paper-And-Pencil Techniques, and Theoretical Reflection.  ∘ Kieran (2013). The false 
dichotomy in mathematics education between conceptual understanding and procedural skills

A Conceptual Understanding of 
Algebraic Technique

● Being able to see a certain form
(e.g. classes of expressions or 
equations, …)

● Being able to see relationships 
(equivalences)

● See through algebraic 
transformation (i.e. strategic 
awareness)
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Lesen I

● im engeren Sinne das Umsetzen
von Schrift- in Lautsprache

● im weiteren Sinne ein Beimessen von Bedeutung
durch den Aufbau einer mentalen Repräsentation

Rayner & Reichle (2010). Models of the reading process
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ZuWahrnehmungsfallen beim Unterricht mit computergestützten Funktionsdarstellungen

S: das ist ja einfach um eine 
nach oben verschobene Normalparabel,
aber die Breite verändert sich ja.

I: Warum sagen Sie 'aber'?

S: die Parabel verschiebt sich ja nicht nur 
nach oben, sondern sie wird ja auch enger.

x² + a
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I: Warum sagen Sie 'aber'?

S: die Parabel verschiebt sich ja nicht nur 
nach oben, sondern sie wird ja auch enger.

    Dann müsste ja eigentlich 
vor dem Quadrat noch was stehen

I: Aha. Warum?

S: Weil ich das so gelernt hab.

x² + a
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● Arcavi (1999)

● MacGregor & Price (1999)

● Pierce & Stacey (2001)

● Hoch & Dreyfus (2006)

● Kieran (2006)

● Fischer et al. (2010)

● Rüede (2015)

● Block (2015)

symbol sense

symbol awareness

algebraic expectation

structure sense

algebraische Denkhandlungen

sources of meaning within algebra

Strukturieren

flexible algebraic action

Arcavi, A. (1994). Symbol sense.  MacGregor, M., & Price, E. (1999). An Exploration of Aspects of Language Proficiency and Algebra Learning  Pierce, R., & Stacey, K. (2001). A ∘ ∘
Framework for Algebraic Insight.  Fischer, A., Hefendehl-Hebeker, L., & Prediger, S. (2010). Mehr als Umformen.  Kieran (2010). The false dichotomy  Hoch, M., & Dreyfus, T. ∘ ∘ ∘
(2006). Structure sense versus manipulation skills  Rüede (2015). Strukturierungen von Termen und Gleichungen. Block (2015). Flexible algebraic action.∘
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● Arcavi (1999)

● MacGregor & Price (1999)

● Pierce & Stacey (2001)

● Hoch & Dreyfus (2006)

● Kieran (2006)

● Fischer et al. (2010)

● Rüede (2015)

● Block (2015)

Sources of meaning in algebra

1. within mathematics

(a) the algebraic structure itself,
involving the letter-symbolic form.

(b) multiple representations

2. problem context

3. outside mathematics or problem context

Arcavi, A. (1994). Symbol sense.  MacGregor, M., & Price, E. (1999). An Exploration of Aspects of Language Proficiency and Algebra Learning  Pierce, R., & Stacey, K. (2001). A ∘ ∘
Framework for Algebraic Insight.  Fischer, A., Hefendehl-Hebeker, L., & Prediger, S. (2010). Mehr als Umformen.  Kieran (2010). The false dichotomy  Hoch, M., & Dreyfus, T. ∘ ∘ ∘
(2006). Structure sense versus manipulation skills  Rüede (2015). Strukturierungen von Termen und Gleichungen. Block (2015). Flexible algebraic action.∘
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● Arcavi (1999)

● MacGregor & Price (1999)

● Pierce & Stacey (2001)

● Hoch & Dreyfus (2006)

● Kieran (2006)

● Fischer et al. (2010)

● Rüede (2015)

● Block (2015)

Spezifisch algebraische Denkhandlungen

● Mathematisieren

● interpretationsfreies, kalkülhaftes Umformen

● Kalkül entwickeln

● Wirkungen bei kleinen Veränderungen analysieren

Arcavi, A. (1994). Symbol sense.  MacGregor, M., & Price, E. (1999). An Exploration of Aspects of Language Proficiency and Algebra Learning  Pierce, R., & Stacey, K. (2001). A ∘ ∘
Framework for Algebraic Insight.  Fischer, A., Hefendehl-Hebeker, L., & Prediger, S. (2010). Mehr als Umformen.  Kieran (2010). The false dichotomy  Hoch, M., & Dreyfus, T. ∘ ∘ ∘
(2006). Structure sense versus manipulation skills  Rüede (2015). Strukturierungen von Termen und Gleichungen. Block (2015). Flexible algebraic action.∘
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Lesen I

● im engeren Sinne das Umsetzen
von Schrift- in Lautsprache

● im weiteren Sinne ein Beimessen von Bedeutung
durch den Aufbau einer mentalen Repräsentation

Rayner & Reichle (2010). Models of the reading process
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Lesen II : Zusammenhang

● im engeren Sinne das Umsetzen
von Schrift- in Lautsprache

● im weiteren Sinne ein Beimessen von Bedeutung
durch den Aufbau einer mentalen Repräsentation

– Bedeutung ergibt sich aus dem Zusammenhang (discourse processing)

Rayner & Reichle (2010). Models of the reading process
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Lesen II : Zusammenhang und Wissen

● im engeren Sinne das Umsetzen
von Schrift- in Lautsprache

● im weiteren Sinne ein Beimessen von Bedeutung
durch den Aufbau einer mentalen Repräsentation

– Bedeutung ergibt sich aus dem Zusammenhang (discourse processing)

– Bedeutung klärt sich durch Hintergrundwissen (syntactic parsing)

Rayner & Reichle (2010). Models of the reading process  ∘Gernsbacher & Kaschak (2006). Discourse Processing.
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Lesen der surface structure

● das Passen der Termstruktur
zu einem bekannten 
Bearbeitungsverfahren

● Lesefokus
verfahrensgesteuert

Lesen II : Fokus

3·(x + 4)  =  2·(x + 4) + 5
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Lesen der surface structure

● das Passen der Termstruktur
zu einem bekannten 
Bearbeitungsverfahren

● Lesefokus
verfahrensgesteuert

Lesen der systemic structure

● Erkunden von
Zusammenhängen
zwischen Teilen des Ausdrucks

● Lesefokus
explorierend

3·(x + 4)  =  2·(x + 4) + 5

Lesen II : Fokus
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Lesen der surface structure

● das Passen der Termstruktur
zu einem bekannten 
Bearbeitungsverfahren

● Lesefokus
verfahrensgesteuert

● Interesse

– Anwendung eines Verfahrens

Lesen der systemic structure

● Erkunden von
Zusammenhängen
zwischen Teilen des Ausdrucks

● Lesefokus
explorierend

● Interesse

– Strategieentwicklung und 
-abwägung

– Erkundungen von Wirkungen und 
Abhängigkeiten

Lesen II : Fokus
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41 Pinkernell (2006). "Mehrwertaufgaben" - ohne großen Aufwand CAS und GTR sinnvoll einsetzen



42 Pinkernell, G., & Diemer, C. (2006). „Mach’ den Otto zur Null“ Ein spielerischer Einstieg in die Algebra mit dem Computer-Algebra-System.
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o t t o

Pinkernell, G., & Diemer, C. (2006). „Mach’ den Otto zur Null“ Ein spielerischer Einstieg in die Algebra mit dem Computer-Algebra-System.
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o t t o
w e r n e r

Pinkernell, G., & Diemer, C. (2006). „Mach’ den Otto zur Null“ Ein spielerischer Einstieg in die Algebra mit dem Computer-Algebra-System.
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o t t o
w e r n e r

?

Pinkernell, G., & Diemer, C. (2006). „Mach’ den Otto zur Null“ Ein spielerischer Einstieg in die Algebra mit dem Computer-Algebra-System.
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