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Aspects of Proficiency in
School Algebra

transformational types
of activities (Kieran 2004)

transforming

to transform an
algebraic expression irto an equivalent expressi-
on of different structure
(transformational equivalence: Musgrave et al.
2005; treatment: Duval 2006)

acting

structuring

to transform or interpret
an algebraic expression
while maintaining its structure

(substitutional equivalence: Musgrave et al. 2005;

Riede 2015)

generational types
of activties (Kieran 2004)

interpreting

to describe a non-algebraic situation by formal
algebra and vice versa
(conversion: Duval 2006)

arithmetic operation signs.
When a variable is viewed as
representing a range of
number values or quaniites
{yariabi cbect: Schoenfed &
i 1988; Bereichsaspekt:

Malle 1993) e vaue of e
expressmn is interpre

fion of this variable 1Malle

expressmns 1993 Heid 1996).
and eawations are

Important technical terms for
nipulating sxprsismrﬁ or equations

quadratic equations,etc.

and

o ressions, binomial rules, meshrsumng

and equarions are into

quivlant mprassions orgquators by appling

on (Malle 1993)

) Anon-algebraic b
o compute or nermathematical si
to com| pam

An ion wi
in an operational or a mlancrral sense, as itis ap-
propriate in the conlext (Malle 1993; operational

vs. relational view: Baroody & Ginsburg 1983;
Knuth, Aliball & al. 2006)

vice versa (Bauplan:
Volrath & Weigand

where two terms are

eq uations compared vith regard o their

values, symbolized by an

vs. Vergl ohmtstahen o
1993).

Expressions and equations are being transformed info equi
rules (1) which are identified as appiicable to the present problem (3).

(6)
to transform
(efficiently)

i expreseidns or squations (24), by actvating exsting knowledgg/ about ransfo
ssions or equations are identified as :?alem on the sp

2001). Atransformation is reficient If amorg verious

©

to switch between gx-
pressions and tables.
or graphs

tion
An expression or
les of fransformation
2009; vgl. auch Malle

In an unusual number range,
hree times a number is the number itself,
Le., for any number x, 3 = x holds.
Any other law for adding or multiplying
remains unchanged.

Whichof the following
are correct exponent laws?|

(abp =arrb
(a+hy = av:bp
(a+by = av +br
(a-bF = a-br

simplify each of
the following expressions
while applying this rule:

3a= 3b-b=
52= 9=

Factorize:

16-x =

You do not need to
solve the equation
Tx-2) = 3(x-2) + 16
But what would be
your first step?

Three functions are given:
fls)=s-t, glt)=s- £, and hi)=s

Which graph fits
which function best?

@

Determine a formula for the number of
maiches needed for making k triangles.

The table shows /
the values of function 1 Aaron is a cm tall
y*yTyTyTy—l—y—l ) Bertais b cm tall
AT N N B Berta is 10 cm smaller than Aaron

Give an equation that describes
how a and b are related.

Determine an equation of f,

Pinkernell, G., & Disi, C. (2016). Aspects of Proficiency in School Algebra
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Al-Chwarizmi - Bodleian Libraries, Gemeinfrei,
https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=43327479

4 Hefendehl-Heber, Rezat (2015): Algebra: Leitidee Symbol und Formalisierung o



Descartes (1637): Discours de la methode.
Source gallica.bnf.fr / Bibliotheque nationale de France.
http://catalogue.bnf.fr/ark:/12148/cb30328384x

5 Hefendehl-Heber, Rezat (2015): Algebra: Leitidee Symbol und Formalisierung = Domski (2017): Descartes’ Mathematics
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Frege, G. (1892). Uber Sinn und Bedeutung.




X2—4X+3 = X2—-4x+ 3

7 Frege, G. (1892). Uber Sinn und Bedeutung.




X2 —4X + 3
(Xx—3)(x-1)



X2 —4x +3 = (x—=3)(x-1)



f(x) = (x-2)?
f(x) = (X-3)(x-
f(x) = x2-4x+3

10 Frege, G. (1892). Uber Sinn und Bedeutung  Duval (2017). Understanding the Ma

x f(x)
-1 8
0 3
1 0
2 -1




11 Frege, G. (1892). Uber Sinn und Bedeutung » Duval (2017). Understanding the Mathematical Way of Thinking o Radford (2003). Gestures, speech, and the
sprouting of signs



First indexical gesture
Second indexical gesture

r Grouping gesture

.."\‘ t’\‘ ¥ ','1‘
—er'O‘n (O @'C}H O O QO
—OAQ.0N Q.08 Q.0
« one, « two, « three,
one, two, three,
plus three » plus three » plus three »

12 Frege, G. (1892). Uber Sinn und Bedeutung » Duval (2017). Understanding the Mathematical Way of Thinking o Radford (2003). Gestures, speech, and the
sprouting of signs



* historische
Perspektive

e semiotische
Perspektive

13

die Formelsprache als ,Register”
mathematischer Erkenntnis

Erweiterung der ,Register* auf numerische, geometrische,
sprachliche, gestische Zeichen(systeme)




Verstehen



conceptual

rich in relationships [...] that pervade

the individual facts and propositions

so that all pieces of information
procedural are linked to some network

rules or procedures for
solving mathematical
problems

15 Hiebert und Lefevre (1986): Conceptual and procedural knowledge in mathematics: An introductory analysis o Skemp (1978): Relational Understanding and
Instrumental Understanding
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Knowledge quality

Knowledge t
WS Superficial Deep
Common usage of 9
Procedural procedural knowledge '
Conceptual 9 Common usage of

conceptual knowledge

Star, J. R. (2005). Reconceptualizing Procedural Knowledge o Star, J. R., & Stylianides, G. J. (2013). Procedural and conceptual knowledge: Exploring the gap
between knowledge type and knowledge quality. o Rittle-Johnson, B., & Star, J. R. (2007). Does comparing solution methods facilitate conceptual and procedural

knowledge?
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historische
Perspektive

semiotische
Perspektive

psychologische
Perspektive

anthropologische
Perspektive

die Formelsprache als ,Register”
mathematischer Erkenntnis

Erweiterung der ,Register* auf numerische, geometrische,
sprachliche, gestische Zeichen(systeme)

Verstehen nur ,konzeptuell” zu fassen
geht zulasten des Prozeduralen

Entwickeln und Beherrschen von Techniken
als Ausdruck des Verstehens




1

factor (x* — 1)

- (x—1)(x+1)

factor (x* — 1)

- (x—=1) (*+x+1)

factor(x* — 1)

- (x=1)(x+1) (x*+1)

factor (x* — 1)

- (x=1) (x*+°+x+x+1)

factor (x* — 1)

- (x=1)(x+1) (& —x+1) (+x+1)
factor (x” — 1)

- (x=1) (X" 4+ + x4+ +x+1)
factor (x* — 1)

- (x=1)(x+1) (*+1) (x*+1)
factor (x” — 1)

- (x=1) (P 4+x+1) (x*+x>+1)
factor(x' — 1)

= (x=1) (x+1) (x* =+ x> —=x+1) (x* +° + x>+ x+1)

A Conceptual Understanding of
Algebraic Technique

* Being able to see a certain form
(e.g. classes of expressions or
equations, ...)

* Being able to see relationships
(equivalences)

* See through algebraic
transformation (i.e. strategic
awareness)

Kieran & Drijvers (2006). The Co-Emergence of Machine Techniques, Paper-And-Pencil Techniques, and Theoretical Reflection. o Kieran (2013). The false
dichotomy in mathematics education between conceptual understanding and procedural skills
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historische
Perspektive

semiotische
Perspektive

psychologische
Perspektive

anthropologische
Perspektive

die Formelsprache als ,Register”
mathematischer Erkenntnis

Erweiterung der ,Register* auf numerische, geometrische,
sprachliche, gestische Zeichen(systeme)

Verstehen nur ,konzeptuell” zu fassen
geht zulasten des Prozeduralen

Entwickeln und Beherrschen von Techniken
als Ausdruck des Verstehens
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Lesen I:
Verstehen mit Kalkiil



Lesen |

* im engeren Sinne das Umsetzen
von Schrift- in Lautsprache

* im weiteren Sinne ein Beimessen von Bedeutung
durch den Aufbau einer mentalen Reprasentation

2 2 Rayner & Reichle (2010). Models of the reading process



f(x) = (x-2)
f(x) = (X-3)(x-

X
= X2-4x+
f(x) = x2-4x+3 118
0 3
0 3 15
1 0 05 12
2 -1 1 0
3 o 1.5 -0.75
23 Frege, G. (1892). Uber Sinn und Bedeutung » Duval (2017). Understanding the Matnemaucar wa 2 1




S: das ist ja einfach um eine
nach oben verschobene Normalparabel,
aber die Breite verdndert sich ja.

I: Warum sagen Sie 'aber'?

S: die Parabel verschiebt sich ja nicht nur
nach oben, sondern sie wird ja auch enger.

X2 + a

24 Pinkernell (2015). Reasoning with dynamically linked multiple representations of functions o Pinkernell & Vogel (2017). “Das sieht aber anders aus".
ZuWahrnehmungsfallen beim Unterricht mit computergestiitzten Funktionsdarstellungen



S: das ist ja einfach um eine

) nach oben verschobene Normalparabel,
o aber die Breite verdndert sich ja.

N I: Warum sagen Sie 'aber'?

3 S: die Parabel verschiebt sich ja nicht nur

nach oben, sondern sie wird ja auch enger.

Dann miisste ja eigentlich
vor dem Quadrat noch was stehen

E e L T A I: Aha. Warum?

-— -

S: Weil ich das so gelernt hab.

X2 + a

2 5 Pinkernell (2015). Reasoning with dynamically linked multiple representations of functions o Pinkernell & Vogel (2017). “Das sieht aber anders aus".
ZuWahrnehmungsfallen beim Unterricht mit computergestiitzten Funktionsdarstellungen




S: das ist ja einfach um eine
nach oben verschobene Normalparabel,
aber die Breite verdndert sich ja.

I: Warum sagen Sie 'aber'?

S: die Parabel verschiebt sich ja nicht nur
nach oben, sondern sie wird ja auch enger.

Dann miisste ja eigentlich
vor dem Quadrat noch was stehen

I: Aha. Warum?
S: Weil ich das so gelernt hab.

X2 + a

2 6 Pmkernell (2015). Reasoning with dynamically linked multlple representations of functions o Pinkernell & Vogel (2017). “Das sieht aber anders aus".
ZuWahrnehmungsfallen beim Unterricht mit computergestiitzten Funktionsdarstellungen




2 7 Pinkernell (2015). Reasoning with dynamically linked multiple representations of functions o Pinkernell & Vogel (2017). “Das sieht aber anders aus".
ZuWahrnehmungsfallen beim Unterricht mit computergestiitzten Funktionsdarstellungen



Lesen II:
Verstehen im Kalkil
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e Arcavi (1999) symbol sense

« MacGregor & Price (1999) symbol awareness

 Pierce & Stacey (2001) algebraic expectation

 Hoch & Dreyfus (2006) structure sense

* Kieran (2006) algebraische Denkhandlungen

* Fischer et al. (2010) sources of meaning within algebra
* Riede (2015) Strukturieren

* Block (2015) flexible algebraic action

Arcavi, A. (1994). Symbol sense. - MacGregor, M., & Price, E. (1999). An Exploration of Aspects of Language Proficiency and Algebra Learning ° Pierce, R., & Stacey, K. (2001). A
Framework for Algebraic Insight. o Fischer, A., Hefendehl-Hebeker, L., & Prediger, S. (2010). Mehr als Umformen. o Kieran (2010). The false dichotomy o Hoch, M., & Dreyfus, T.
(2006). Structure sense versus manipulation skills e Riiede (2015). Strukturierungen von Termen und Gleichungen. Block (2015). Flexible algebraic action.
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. Sources of meaning in algebra

. 1. within mathematics

. (a) the algebraic structure itself,
involving the letter-symbolic form.

(b) multiple representations

Kieran (2006
( ) 2. problem context

3. outside mathematics or problem context

Arcavi, A. (1994). Symbol sense. - MacGregor, M., & Price, E. (1999). An Exploration of Aspects of Language Proficiency and Algebra Learning ° Pierce, R., & Stacey, K. (2001). A
Framework for Algebraic Insight. o Fischer, A., Hefendehl-Hebeker, L., & Prediger, S. (2010). Mehr als Umformen. o Kieran (2010). The false dichotomy o Hoch, M., & Dreyfus, T.
(2006). Structure sense versus manipulation skills e Riiede (2015). Strukturierungen von Termen und Gleichungen. Block (2015). Flexible algebraic action.
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° Spezifisch algebraische Denkhandlungen

Fischer et al. (2010)

Mathematisieren

interpretationsfreies, kalktlhaftes Umformen

Kalkil entwickeln

Wirkungen bei kleinen Veranderungen analysieren

Arcavi, A. (1994). Symbol sense. - MacGregor, M., & Price, E. (1999). An Exploration of Aspects of Language Proficiency and Algebra Learning ° Pierce, R., & Stacey, K. (2001). A
Framework for Algebraic Insight. o Fischer, A., Hefendehl-Hebeker, L., & Prediger, S. (2010). Mehr als Umformen. o Kieran (2010). The false dichotomy o Hoch, M., & Dreyfus, T.
(2006). Structure sense versus manipulation skills e Riiede (2015). Strukturierungen von Termen und Gleichungen. Block (2015). Flexible algebraic action.



Lesen |

* im engeren Sinne das Umsetzen
von Schrift- in Lautsprache

* im weiteren Sinne ein Beimessen von Bedeutung
durch den Aufbau einer mentalen Reprasentation

3 2 Rayner & Reichle (2010). Models of the reading process



Lesen |

* im engeren Sinne das Umsetzen
von Schrift- in Lautsprache

* im weiteren Sinne ein Beimessen von Bedeutung
durch den Aufbau einer mentalen Reprasentation

- Bedeutung ergibt sich aus dem Zusammenhang (discourse processing)

33 Rayner & Reichle (2010). Models of the reading process
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Lesen Il : Zusammenhang und Wissen

* im engeren Sinne das Umsetzen
von Schrift- in Lautsprache

* im weiteren Sinne ein Beimessen von Bedeutung
durch den Aufbau einer mentalen Reprasentation

- Bedeutung ergibt sich aus dem Zusammenhang (discourse processing)

— Bedeutung Klart sich durch Hintergrundwissen (syntactic parsing)

35 Rayner & Reichle (2010). Models of the reading process o Gernsbacher & Kaschak (2006). Discourse Processing.



Lesen Il : Fokus

Lesen der surface structure

e das Passen der Termstruktur
ZU einem bekannten
Bearbeitungsverfahren

* Lesefokus
verfahrensgesteuert

3:(x+4) =

36




Lesen Il : Fokus

Lesen der surface structure

e das Passen der Termstruktur
ZU einem bekannten
Bearbeitungsverfahren

* Lesefokus
verfahrensgesteuert

3:(x+4) =

37

Lesen der systemic structure

e Erkunden von
Zusammenhangen
zwischen Teilen des Ausdrucks

* Lesefokus
explorierend

2:(x+4)+5




Lesen Il : Fokus

Lesen der surface structure

e das Passen der Termstruktur
ZU einem bekannten

Bearbeitungsverfahren
* Lesefokus
verfahrensgesteuert
* Interesse

- Anwendung eines Verfahrens

38

Lesen der systemic structure

e Erkunden von
Zusammenhangen
zwischen Teilen des Ausdrucks

* Lesefokus
explorierend

e |nteresse

- Strategieentwicklung und
-abwagung

- Erkundungen von Wirkungen und
Abhéangigkeiten




Lesen lernen
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4 1 Pinkernell (2006). "Mehrwertaufgaben" - ohne groRen Aufwand CAS und GTR sinnvoll einsetzen



" Fi~ Fer |FZ~]| FYy- FE Fa~ N
Tools|A13cbrajCalc|Andere|FFrIAEA|Lasch

"o-t-t-o o< 1.3
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42 Pinkernell, G., & Diemer, C. (2006). ,Mach’ den Otto zur Null* Ein spielerischer Einstieg in die Algebra mit dem Computer-Algebra-System.
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43 Pinkernell, G., & Diemer, C. (2006). ,Mach’ den Otto zur Null* Ein spielerischer Einstieg in die Algebra mit dem Computer-Algebra-System.
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44 Pinkernell, G., & Diemer, C. (2006). ,Mach’ den Otto zur Null* Ein spielerischer Einstieg in die Algebra mit dem Computer-Algebra-System.
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45 Pinkernell, G., & Diemer, C. (2006). ,Mach’ den Otto zur Null* Ein spielerischer Einstieg in die Algebra mit dem Computer-Algebra-System.
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factor (x* — 1)

- (x—1) (x+1)

factor (x* — 1)

- (x=1) (C+x+1)

factor (x* — 1)

- (x—=1)(x+1) (x*+1)

factor (x” — 1)

- (x=1) (x*+xX° +x* +x+1)

factor (x® — 1)

- (x=1) (x+1) & —x+1) (*+x+1)
factor (x” — 1)

- (x=1) (xX*+x*+x*+ 7+ +x+1)
factor(x® — 1)

- (x=1) (x+1) F+1) (x"+1)

factor (x? — 1)

- (x=1) (P +x+1) (x*+x*+1)

factor {xm — 1}

- (x—1)(x+1) (x"—x3+x2—x+1:] (x4+x3+x2+x+1j




A. Compare Condition

Mandy’s Solution: Erica’s Solution:
5p+1) =3(p+1)+8 50+1)=3(y+1)+8
Sy+5=3y+3+8 Distribute 20+ 1) =8 Subtract on Both
5p+5 =3y+11 Combine y+1 =4 Divide on Both
2y+5 =11 Subtract on Both y=3 Subtract on Both
2y =6 Subtract on Both
y=3 Divide on Both

1. Mandy and Erica solved the problem differently, but they got the same answer. Why?

2. Why might vou choose to use Erica’s way?

47 Rittle-Johnson, B., & Star, J. R. (2007). Does comparing solution methods facilitate conceptual and procedural knowledge?



Vergleiche die beiden Losungen:

Bertas Losung: Erikas Losung:
4;2{ ;116 Ausklammern 4;?( :4116 3. binomische Formel
anwenden
4(x2—4) Kiirzen (2x+4)(2x—4) Kiirzen
2(x—2) 2x—4
2(x°—4) 3. binomische Formel 2x+ 4
2 anwenden
20+2)(x—2) Kiirzen
x—2
2(x + 2) Ausmultiplizieren
2x +4

a) Berta und Erika haben die Aufgabe unterschiedlich gelost, erhalten aber dasselbe
Ergebnis. Warum?
b) Welchen Weg wiirdest du wihlen? <«

4 Rittle-Johnson, B., & Star, J. R. (2007). Does comparing solution methods facilitate conceptual and procedural knowledge? Weigand, Schiler-Meyer & Pinkernell
(2022). Didaktik der Algebra
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Lesen II: Verstehen im Kalkil
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