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,... eine fur die neuzeitliche Thema des Vortrages:
Wissenschaft konstitutive und

vorbildlose Neuerung: die
mathematische Formel.”

(Kramer 1988, S. 72)

 Worin besteht die besondere
Wirkmachtigkeit der
mathematischen Formel?

« Welche Denkweisen sind fur
eine verstandige Handhabung
erforderlich?

« Wie konnen diese im
Mathematikunterricht
angebahnt werden?
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1. Praalgebraisches Denken

Offen im Denken

Zahlenmauern

77

19 20 18

12 7 13 5

« Bewahrtes Aufgabenformat,
« im MU vielfaltig einsetzbar

« Lerngelegenheiten fur unterschiedliche Jahrgangsstufen und
Schwierigkeitsgrade.
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1. Praalgebraisches Denken

Zahlenmauer mit Lucken in Kl. 5 (Sjuts, 2006):

38

Torsten: ,Die Differenz zwischen & und 7 betragt 2. So mussen die oberen
Zahlen auch eine Differenz von 2 haben, weil 5 und 7 mit der gleichen
Zahl addiert werden. Nur 18 und 20 haben eine Differenz von 2 und geben
zusammen 38. Dann ist das 713, weil 5+73=78 und 7+713=20."

Karen: ,5+7=12, 38-12=26, 26:2=13, weil die Zahl zweimal gebraucht
wird. Einmal bei der 5 und einmal bei der 7.°

20.02.2025 4



UNIVERSITAT
DEUSISS NU RG

1. Praalgebraisches Denken

Offen im Denken

Die Strategien der Kinder:

* Die erkannten strukturellen Beziehungen zwischen den vorhandenen
und gesuchten Eintragen nutzen, um die gesuchte Zahl in der
untersten Reihe zu finden.

« Die Argumentationen reprasentieren ein frihes, aber entscheidendes
Stadium in der Entstehung algebraischer Denkweisen (Mesopotamien,
Agypten, Griechenland, Diophant).

Radford (2010): Kern der Erkenntnisleistungen ist der ,analytische
Umgang mit dem Unbestimmten®:

 Mit unbestimmten Zahlen oder Gro3en, mit denen nicht numerisch
gerechnet werden kann, wird relational operiert.

« Sie werden als normale Zahlen oder Grof3en angesehen, man
betrachtet, wie sie sich in einem arithmetischen Geflige bewegen.
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Offen im Denken

38

Torsten und Karen tun das auf je eigene Weise:

» Torsten achtet auf die Konstanz der Differenz, also auf die
Fortsetzung arithmetischer Relationen. > !

« Karen arbeitet explizit mit dem Konzept ,der (gesuchten, unbekannten) Zahl"
und I6st diese schrittweise aus inren Verknupfungen mit den gegebenen
Zahlen 5, 7 und 38 heraus.

Praalgebraische Denkweisen:
» Vertiefung des Umgangs mit der Arithmetik,
« Training der Problemldsefahigkeit,

« Grundlagen fur einen verstandigen Umgang mit algebraischen Methoden.

. v 38 38 38 = 5+x+7+x
Schwelleniibergénge: — -~ 38— 12 49%
die Zahl die Zahl S 58 2x =26
x=13
5 die Zahl 7 5 x 7

20.02.2025 6



SITA

UNIVERSITAT
DEUS ISSENU RG

2. Rechnen mit der unbekannten Zahl

Offen im Denken

Diophant (um 250 n. Chr.):
« Wesentlicher Schritt Uber das frihe Stadium der unbestimmten Analytik hinaus.

« Entwicklung des Konzeptes der (gesuchten, unbekannten) ,Zahl“, losgelost von
den kontextbezogenen Grolen friherer Generationen.

* Bezeichnung durch Buchstaben, Rechnen ,als ob® es bekannte Zahlen seien;
nach Radford (2010) ein weiteres wichtiges Stadium.

* Prinzip des Losens einer Gleichung durch Umformen.

Beispiel:

Eine gegebene Zahl ist in zwei Teile zu teilen, deren Differenz gegeben ist.

« Es sei die gegebene Zahl 100, die Differenz sei 40 (Generisches Beispiel).
« Man setze die kleinere A, die grol3ere sei folglich A + 40.

* Die Summe ist gegeben als 100. Folglich ist 100 = 2A + 40.

« Von Ahnlichem ziehe Ahnliches ab: von 100 subtrahiere 40, es folgt 2A = 60,
woraus sich A = 30 ergibt.
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Bewertung:
» Groler Fortschritt (jedoch ohne systematische Vollstandigkeit)

* Dennoch begrenzte Moglichkeiten: Probleme, in denen die gesuchten Grof3en
als Funktionen einer Unbekannten darstellbar sind.

Beispiel:

Fulle die Zahlenmauer mit 36

36 v g
naturlichen Zahlen aus.

3+2zx+vy z+2y+6

Geht das auf verschiedene
Arten? Auf wie viele? 34z T4y y+6

* Analytischer Umgang mit dem Unbestimmten wird anspruchsvaoll,

 Funktion einer Unbekannten nicht ersichtlich.
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3. Der Schritt zur vollen Allgemeinheit

Offen im Denken

Viete (1540 — 1603):

Weiterentwicklung der Methoden so, dass er Probleme in voller Allgemeinheit
darstellen und behandeln konnte.

Neubearbeitung von Diophants Beispiel von der Zahizerlegung:

Wenn die Differenz zweier Seiten und deren Summe gegeben ist, die Seiten zu
finden.

* Es sei D als die Differenz zweier Seiten und S als deren Summe gegeben. Man
soll die Seiten finden.

« Die kleinere Seite sei A, also ist die grolere A + D.
« Aber die Summe ist gegeben als S. Also ist 2A+ D = S.
» Mittels Antithesis wird daraus 2A = S — D und nach Halbierung istA=%S - % D.

20.02.2025 9



NIVERSITAT

u
DEUS l SSENU RG

3. Der Schritt zur vollen Allgemeinheit
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Fortschritt:

Variablenbegriff so allgemein gefasst, dass er nicht nur die gesuchte Unbekannte,
sondern ganze Familien von Zahlen in symbolischer Form darstellen konnte. Damit

 allgemeines Losungsverfahren fur den betrachteten Problemtyp,

« zugleich ein Bauplan, wie sich die gesuchte Grol3e A aus den gegebenen
Grolen S und D zusammensetzt.

Beschrankung: In einem wesentlichen Punkt Befangenheit in den Denkweisen der
Vorfahren:

,2Homogenitatsgesetz“: Nur dimensionsgleiche Gro3en konnten addiert und
subtrahiert werden, und die Operation Multiplikation bewirkte einen
Dimensionssprung.
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3. Der Schritt zur vollen Allgemeinheit
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Descartes (1596 — 1650):

Beseitigt das Hindernis durch eine neue Interpretation der Grundrechenarten und
das Ziehen von Wurzeln als Operationen auf Strecken.

Entwicklung von Notationen, ,die dem Intellekt und dem Gedachtnis helfen sollten,
komplizierte Probleme zu bewaltigen.”

Wesentlicher Beitrag zur modernen Mathematik der Variablen.

, oymbolik’ sollte dabei nicht zu oberflachlich, lediglich als Notationsform,
sondern in ihrer begriffichen Bedeutung verstanden werden. Die
systematische Begrundung eines symbolischen Bereiches algebraischer
Terme, Operationen und Regeln/Satze in erster Linie aus der Beziehung
der Symbole untereinander und nicht mehr primér aus deren Bezlugen zur
vorausgesetzten geometrischen oder arithmetischen Wirklichkeit war das
Neue dieser Periode.” (Scholz, 1990, S. 153)
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Bauplan einer (vierstufigen) Zahlenmauer in voller Alilgemeinheit:

a+3b+3c+d

a+2b+ec b+ 2c+d

a-+b b+ c c+d

Jedoch: Das Losen des symbolischen Rechnens aus seinen Bezugen zur
Wirklichkeit ist ein nicht zu unterschatzendes didaktisches Problem!
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Umgang mit Variablen:
* Anbahnung ab Klasse 5 moglich (arithmetische und geometrische Musterfolgen),

« Weiterentwicklung in Richtung fortschreitender Allgemeinheit.

Beispiel Wurfelschlange (Berlin, 2010):

Auf dem Tisch liegen Holzwurfel gleicher Grole.
« Daraus werden schrittweise Wurfelschlangen wachsender Lange gebildet.

* Mit jedem neuen Waurfel soll die Anzahl der sichtbaren Quadrate notiert und der
Anzahl der Wurfel gegenbergestellt werden.
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4. Variable in der individuellen Lerngenese

Offen im Denken

Bildung von implizitem situationsbezogenem Wissen:

« Figuren werden in der Wahrnehmung so strukturiert, dass eine Regelmalligkeit
erkennbar wird (Andeutung durch zeigende, rhythmische Gesten).

« Gelingt es, die beobachtete Regelmaldigkeit zu verallgemeinern, kann die Anzahl
der sichtbaren Quadrate fur die zehnte, hundertste Figur berechnet werden.

Neue Entwicklungsstufe: expliziter Diskurs:
* An die Stelle der hinweisenden Gesten treten deskriptive Begriffe.
« Die ,Figurennummer® wird als Variable in Gebrauch genommen.

« Es werden funktionale Beziehungen identifiziert, etwa zwischen der Anzahl der
Warfel und der Anzahl der Quadrate in einer Reihe.

 Artikulation in kontextbezogenen Wortformeln.

Wechsel des Beschreibungssystems: Ubergang zur Standardsymbolik
* n+n+n+2 oder n+2+n+n in der statischen Strukturierung;

« b&+(n-1)3 oder 4+(n-1)-3+1 in der dynamischen Strukturierung.
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Wesentliche Lernhirde:

Die gewonnenen Formeln haben fur die Lernenden oft einen narrativen
Charakter.

Blockaden, Klammern zu beseitigen oder die Terme weiter zusammenzufassen
und die Gleichwertigkeit der Terme n+n+n+2 und 5+(n-1) -3 auf symbolischer
Ebene zu ermitteln.

Zweiter grundlegender Ablosevorgang:

Grundschule: Ablosung der Zahl von den gezahlten Dingen; symbolische
Selbststandigkeit der Zahl.

Sekundarstufe: Ablosung des algebraisch-symbolischen Rechnens von den
konkreten Zahlen.
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4. Variable in der individuellen Lerngenese
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Weitere Lernschritte

« Formaler Umgang mit Termen

« Strukturieren als eigene Fahigkeit

Zentrale Ideen der Algebra:

« Term als ,geschichtetes System von Moduln® (Stekeler-Weithofer 1998)

* Terme als strukturierte Objekte, Rechengesetze, Hierarchien von Operationen,
Aquivalenz von Ausdricken (Ruede 2012).

Bleibende Gefahr von Fehlvorstellungen:
« Buchstabe-als-Objekt-Fehlvorstellung (Arcavi et al, 2017)
+ eigenwillige Verfahrensweisen

3ab +5ab = 8a°b?

ab + 5ab=5ab
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»otructure sense”, ,,Symbol Sense*: (Arcavi, 1994; Hoch & Dreyfus, 2004)

Die Féahigkeit, in einem algebraischen Ausdruck Teilterme so zu Einheiten zu
biindeln, dass eine nutzbare Grundstruktur erkennbar wird.

Beispiel: In dem Term u?v* + 2uv?w + w? das Produkt uv? als Einheit sehnen,
dann nach der 1. Binomischen Formel in (uv? + w)? verwandeln.

Eine Lesefahigkeit fiir symbolische Ausdriicke, die es ermoglicht, diese
sinnvoll zu interpretieren und Informationen aus ihnen abzulesen.

Beispiel: Eine Zahl der Form 4n(n+1) ist nicht nur durch 4, sondern sogar
durch 8 teilbar.

Ein Gefihl fir die passende Wahl von Symbolen.

Beispiel: Es hangt von der jeweiligen Problemstellung ab, ob man eine
rationale Zahl als a oder als Bruch p/q aus ganzen bzw. natlrlichen Zahlen
darstellt.
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6. Argumentieren und Beweisen mit algebraischen Methc
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Thema quadratische Gleichungen:
Das Spektrum elementar-algebraischer Methoden kommt hier voll zur Geltung.

« Alle quadratischen Gleichungen unter eine gemeinsame Normalform fassen:
ax®+bx+c=0, a,b,c ER,a+ 0.

« Mit dem formal durchgeflhrten Losungsverfahren der quadratischen
Erganzung zur allgemeinen Losungsformel:

xl,z — _Z_ba + —1 \/bz_ 4‘aC

— 2a

« Wichtige Denkfahigkeit: Ausdriicke wie b? — 4ac nicht nur als eine mit den
Unbekannten auszufihrende Operation, sondern auch als deren Ergebnis
anzusehen und dieses wieder als Gegenstand von Operationen zu betrachten.
Vom Prozess zum Objekt — ,reification” (Sfard, 1995), ,procept” (Tall, 2013)

» Insgesamt zwei Vorgange vereint: ein LOosungsverfahren erarbeiten und
dessen Richtigkeit beweisen (Termumformungen als Schlussfolgerungen in
einem formalen Kalkul — Ruede, 2015).

Weiter: Losungsformel als Losungsschema und Explorationsgegenstand.
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7. Algebraisches Argumentieren und funktionales Denke
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Neue Reichweite: Verbindung von algebraischem und funktionalem Denken
Neuer Variablenaspekt: Variable als verdnderliche Gro3e

Beispiel: Quadratische Funktion f(x) = ax?+ bx + ¢

Scheitelpunktform: anhand der Koeffizienten Aussagen Uber den Funktionsverlauf
machen:
=ax’+bx+c = + b “+ b?

f(x) =ax x+c = alx Za) ¢~ aa’
Solche Beispiele zeigen, ,dass sich formales algebraisches Denken durch eine
besondere Weise des Herstellens von Bezugen innerhalb eines algebraischen
Ausdrucks kennzeichnet, die u. U. zu inhaltlichen oder innermathematischen
Bedeutungen fuhrt.“ (Meyer 2015, S. 23)

Formelsprache in ihrer Doppelfunktion als Darstellungsmittel und Werkzeug:
,operative Schrift' (Kramer, 2003, S. 171):

,Die operative Schrift ist nicht nur ein Beschreibungsmittel, sondern zugleich ein
Werkzeug des Geistes, eine Denktechnik und ein Intelligenzverstarker.*
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8. Fragen zur bildungstheoretischen Einordnung
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,,» Denkwerkzeug und Intelligenzverstarker*

Wie viele algebraische Fahigkeiten benotigen wir
* im Interesse von ,mathematical literacy”,
« zum Erwerb von Studierfahigkeit,

« zum Verstandnis dessen, welche Rolle Mathematik heute in der Welt spielt?

Weiterer Horizont: Formalisierung als Grundlage der Digitalisierung:

» Einfluss auf unser Leben — jetzt und in Zukunft?
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Weitere Literatur ist dort angegeben.
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